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Wprowadzenie 

Prezentowany zbi·r zadaŒ jest przeznaczony przede wszystkim dla os·b zamierzajŃcych 

zdawaĺ egzamin maturalny z matematyki w formule obowiŃzujŃcej od 2015 roku. Zbi·r ten 

moŨe byĺ r·wnieŨ wykorzystywany przez nauczycieli matematyki w procesie dydaktycznym 

jako materiağ uzupeğniajŃcy, poniewaŨ zawiera wiele zadaŒ w nowym stylu, o interesujŃcej, 

zmuszajŃcej do myŜlenia treŜci; takŨe takie, kt·rych nauczyciele nie znajdŃ w obecnych na 

rynku publikacjach. 

W zbiorze zamieszczono 134 zadania, kt·re mogŃ wspom·c uczni·w w trakcie przygotowaŒ 

do zdawania obowiŃzkowego egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym. 

Zadania zostağy pogrupowane tematycznie, zgodnie z nastňpujŃcŃ klasyfikacjŃ: 

1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. R·wnania i nier·wnoŜci; 

2. Funkcje; 

3. CiŃgi; 

4. Geometria (planimetria, stereometria, geometria analityczna pğaszczyzny, trygonometria); 

5. PrawdopodobieŒstwo i kombinatoryka (wraz z elementami statystyki).  

Zgodnie z wymaganiami maturalnymi w zbiorze znajdujŃ siň zar·wno zadania zamkniňte, 

w kt·rych tylko jedna z podanych odpowiedzi jest prawdziwa, jak i zadania otwarte, wymaga-

jŃce przedstawienia peğnego rozwiŃzania, w tym zadania na dowodzenie.  

UczeŒ samodzielnie przygotowujŃcy siň do egzaminu maturalnego, kt·ry nie bňdzie miağ po-

mysğu na rozwiŃzanie zadania, moŨe liczyĺ na pomoc w postaci wskaz·wek oraz komentarzy 

towarzyszŃcych kaŨdemu zadaniu, podpowiadajŃcych kolejne etapy rozwiŃzania 

i uzasadniajŃcych przyjňtŃ strategiň. Do wszystkich zadaŒ zamkniňtych podano prawidğowe 

odpowiedzi, co pozwoli uczniowi sprawdziĺ poprawnoŜĺ ich rozwiŃzania. Do zadaŒ otwar-

tych przedstawiono peğne rozwiŃzania, niekiedy na kilka sposob·w. Tym samym uczeŒ bez 

pomocy nauczyciela, podŃŨajŃc za wskaz·wkami i ŜledzŃc poszczeg·lne etapy rozwiŃzania, 

bňdzie w stanie pokonaĺ zasadnicze trudnoŜci zadania lub w peğni je rozwiŃzaĺ. 

Ponadto do kaŨdego zadania podano wymagania egzaminacyjne og·lne i szczeg·ğowe 

z obecnie obowiŃzujŃcej Podstawy programowej dla III (gimnazjum) i IV (szkoğa ponadgim-

nazjalna) etapu ksztağcenia. 

Mamy nadziejň, Ũe proponowany zbi·r zadaŒ bňdzie pomocny uczniom w przygotowaniu siň 

do egzaminu maturalnego z matematyki, a nauczycielom pozwoli wzbogaciĺ proces naucza-

nia o ciekawe zadania i uğatwi im realizacjň najwaŨniejszego celu ksztağcenia matematyczne-

go: uczeŒ koŒczŃcy kolejny etap edukacyjny bňdzie znağ i rozumiağ pojňcia matematyczne, 

ale przede wszystkim bňdzie umiağ stosowaĺ wiedzň teoretycznŃ w rozwiŃzywaniu proble-

m·w, r·wnieŨ w zagadnieniach osadzonych w kontekŜcie praktycznym. 

Autorzy 



1. Zadania          5 

1. Zadania 

1.1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. 
R·wnania i nier·wnoŜci 

Zadanie 1. 

Na poczŃtku roku akademickiego mňŨczyŦni stanowili 40% wszystkich student·w. Na koniec 

roku liczba wszystkich student·w zmalağa o 10% i w·wczas okazağo siň, Ũe mňŨczyŦni sta-

nowiŃ 
1

33 %
3

 wszystkich student·w. O ile procent zmieniğa siň liczba mňŨczyzn na koniec 

roku w stosunku do liczby mňŨczyzn na poczŃtku roku? 

Komentarz do zadania 

Najpierw musisz ustaliĺ, jakim procentem (bŃdŦ uğamkiem) liczby wszystkich student·w 

przyjňtych na poczŃtku roku jest liczba mňŨczyzn na koniec roku. JeŜli liczba student·w na 

poczŃtku roku wynosi x  i wŜr·d nich jest 40% mňŨczyzn, to liczba mňŨczyzn w zaleŨnoŜci 

od x  wynosi x4,0 . Na koniec roku liczba wszystkich student·w zmniejszyğa siň o 10%. Za-

tem ile wyniosğa w zaleŨnoŜci od x? MňŨczyŦni stanowili wtedy %
3

1
33  tej liczby student·w, 

czyli ile w zaleŨnoŜci od x ? Nastňpnie musisz policzyĺ, jakim procentem (bŃdŦ uğamkiem) 

liczby mňŨczyzn na poczŃtku roku (100%) jest liczba mňŨczyzn na koniec roku. Teraz juŨ 

moŨna odpowiedzieĺ na pytanie, o ile procent zmieniğa siň liczba mňŨczyzn na koniec roku 

w stosunku do liczby mňŨczyzn na poczŃtku roku. 

RozwiŃzanie 

Przeprowadzamy analizň zadania. 

 

 Liczba student·w Liczba mňŨczyzn 

PoczŃtek roku x  x4,0  

Koniec roku x9,0  
xxx 3,0

10

9

3

1
9,0%

3

1
33 =Ö=Ö  

Ustalamy, jakim procentem liczby mňŨczyzn na poczŃtku roku jest liczba mňŨczyzn na koniec 

roku: 

0,4 ð100%,

0,3 ð %.

x

x p
 

Zatem %75=p . 

Liczba mňŨczyzn na koniec roku zmalağa o %25  w stosunku do liczby mňŨczyzn na poczŃtku 

roku. 
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Zadanie 2. 

Funkcja f  jest funkcjŃ kwadratowŃ. Zbiorem wszystkich rozwiŃzaŒ nier·wnoŜci () 0f x <  

jest przedziağ ( )1,5 . RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ ( 3) 0f x- + <. 

Komentarz do zadania 

Czy wiesz, jak moŨe wyglŃdaĺ wykres funkcji kwadratowej, kt·rej zbiorem rozwiŃzaŒ nie-

r·wnoŜci ( ) 0f x <  sŃ liczby rzeczywiste z przedziağu ( )1,5 ? 

Aby rozwiŃzaĺ zadanie, naszkicuj wykres funkcji ( 3)y f x=- +. 

 

Z podanego wzoru wynika, Ũe naleŨy wykres funkcji f przesunŃĺ w lewo wzdğuŨ osi Ox o trzy 

jednostki. Miejscami zerowymi bňdŃ odpowiednio liczby 2x=- i 2x= .  

DrugŃ czynnoŜciŃ bňdzie przeksztağcenie wykresu funkcji ( 3)y f x= +  przez symetriň 

wzglňdem osi Ox. ZauwaŨ, Ũe to przeksztağcenie zmienia kierunek ramion paraboli, ale nie 

zmienia punkt·w leŨŃcych na osi Ox, wiňc liczby 2x=- i 2x=  sŃ miejscami zerowymi 

funkcji ( 3)y f x= + .  

Zadanie 3. 

WartoŜĺ wyraŨenia 
3 34 16

8

Ö -

-
 jest r·wna  

A. 

1

32  B. 

1

22  C. 12-  D. 22-  

Zadanie 4. 

OdwrotnoŜciŃ liczby 

4

31
2 2

8

-

å õ
æ ö
ç ÷

 jest liczba 

A. 2

11

2-  B. 2

11

2
-

-  C. 2

11

2
-

 D. 2

11

2  

Zadanie 5. 

Liczba 

11
3 1 344 2 16-Ö Ö jest r·wna 

A. 

1

62  B. 
1

42  C. 

1

32  D. 
11

122  

1 5 x

f
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Zadanie 6. 

Dane sŃ liczby log3a= , log 2b= . Wyznacz logarytm dziesiňtny z liczby 72 za pomocŃ 

a i b. 

Zadanie 7. 

Liczba o 2 wiňksza od liczby 5log 4 jest r·wna 

A. 5log 6 B. 5log 8 C. 5log 29  D. 5log 100 

Zadanie 8. 

Na lokacie zğoŨono 1000 zğ przy rocznej stopie procentowej p% (procent skğadany). Odsetki 

naliczane sŃ co kwartağ. Po upğywie roku wielkoŜĺ kapitağu na lokacie bňdzie r·wna 

A. ö
÷

õ
æ
ç

å
+

100

4
11000

p
 B. 

4

100
11000 ö

÷

õ
æ
ç

å
+

p
 C. ö

÷

õ
æ
ç

å
+

400
11000

p
 D. 

4

400
11000 ö

÷

õ
æ
ç

å
+

p
 

Zadanie 9. 

Dany jest tr·jkŃt o bokach dğugoŜci a, b, c. Stosunek : :a b c jest r·wny 3:5:7. Kt·re zdanie 
jest fağszywe? 

A. Liczba c jest o 12,5% mniejsza od liczby a b+ . 

B. Liczba a stanowi 20% liczby a b c+ +. 

C. Liczba a stanowi 25% liczby b c+ . 

D. Liczba b to 60% liczby c. 

Zadanie 10. 

Nominalna stopa oprocentowania lokaty wynosi 3% w stosunku rocznym (bez uwzglňdnienia 

podatku). Odsetki kapitalizowane sŃ na koniec kaŨdego kolejnego okresu czteromiesiňcznego. 

Oblicz, jakŃ kwotň wpğacono na tň lokatň, jeŜli na koniec oŜmiu miesiňcy oszczňdzania 

na rachunku lokaty byğo o 916,56 zğ wiňcej niŨ przy jej otwarciu. 

Zadanie 11. 

W pewnej szkole przez trzy kolejne lata zmieniağa siň liczba uczni·w. W pierwszym roku 

liczba uczni·w zmalağa i na koniec roku byğa o 10% mniejsza niŨ na poczŃtku. W drugim 

roku wzrosğa i ukoŒczyğo go 20% wiňcej uczni·w niŨ pierwszy. O ile procent, w stosunku do 

liczby uczni·w koŒczŃcych drugi rok, zmniejszyğa siň ich liczba w nastňpnym roku, jeŜli na 

koniec trzeciego roku byğo tyle samo uczni·w co na poczŃtku pierwszego? Wynik zaokrŃglij 

do 0,1%. 

Zadanie 12. 

Autobus nazywamy przepeğnionym, jeŨeli w pewnym momencie znajduje siň w nim co naj-

mniej 50 pasaŨer·w. Dw·ch inspektor·w monitoruje liczbň pasaŨer·w w tych samych dzie-

siňciu autobusach. Jeden z nich obliczyğ, jaki procent wszystkich autobus·w stanowiŃ autobu-

sy przepeğnione, a drugi ð jaki procent wszystkich pasaŨer·w w 10 autobusach stanowili 

pasaŨerowie podr·ŨujŃcy przepeğnionymi pojazdami. Wiadomo, Ũe liczba autobus·w prze-

peğnionych naleŨy do zbioru { }1,2,...,9 . Kt·ry z inspektor·w otrzymağ wiňkszŃ liczbň? 
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Zadanie 13. 

Dane sŃ liczby 

3 33log 2 log 16a= - , 

3 32log 6 log 18b= - . 

WykaŨ, Ũe 0a b+ =. 

Zadanie 14. 

Uzasadnij, Ũe dla wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich x r·Ũnych od 
1

3
 wartoŜĺ wyraŨe-

nia ( ) ( )2

3 3log 3 log 9x xx x+  jest wiňksza od 2. 

Zadanie 15. 

Na rysunku przedstawiono wykresy trzech parami przecinajŃcych siň prostych. 

 

Te proste to 

 

A. 

1783

113

12

-=+

=+

-=-

yx

yx

yx

 B. 

1783

113

12

-=+

-=+

-=-

yx

yx

yx

 

 

C. 

1783

113

12

-=+

=+

=-

yx

yx

yx

 D. 

1783

113

12

=+

=+

-=-

yx

yx

yx
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Zadanie 16. 

Dany jest tr·jkŃt ABC, kt·rego boki zawierajŃ siň w prostych o r·wnaniach: 
1

1
2

y x= +, 

7y x= - oraz 0y= . Oblicz pole tr·jkŃta ABC. 

Zadanie 17. 

Wyznacz takie liczby a i b, dla kt·rych ukğad r·wnaŒ 
2

4 2 0

0

x y

ax y b

+ + =ë
ì

+ + =í
 jest sprzeczny, zaŜ 

ukğad r·wnaŒ 
2

4 2 0

0

x y

b x y a

+ - =ë
ì

+ + =í
 ma nieskoŒczenie wiele rozwiŃzaŒ. 

Zadanie 18. 

RozwiŃzaniem ukğadu r·wnaŒ pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi jest para r·Ũnych 

dodatnich liczb cağkowitych. Jednym z r·wnaŒ tego ukğadu jest 2 6x y+ =. Wyznacz drugie 

r·wnanie ukğadu, wiedzŃc, Ũe jest to r·wnanie prostej przechodzŃcej przez poczŃtek ukğadu 

wsp·ğrzňdnych. 

Zadanie 19. 

WŜr·d podanych poniŨej nier·wnoŜci wskaŨ tň, kt·rej zbiorem rozwiŃzaŒ jest przedziağ 

( )3,1- . 

A. ( ) 32 <+xx  B. ( ) 14 <+xx  C. ( )13 <+xx  D. ( ) 31 <+xx  

Zadanie 20. 

W tabelce podano wartoŜci funkcji kwadratowej 2( )f x ax bx c= + + dla wybranych trzech 

argument·w. 
 

x 0 1 6 

f(x) 
1

2
2

-  0 
1

2
2

-  

 

RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ ( ) 0f x ² . 

Zadanie 21. 

RozwaŨmy prostokŃt o polu mniejszym od 24, w kt·rym jeden bok jest od drugiego dğuŨszy 

o 5. Oblicz dğugoŜĺ dğuŨszego boku prostokŃta, jeŜli jest ona liczbŃ cağkowitŃ parzystŃ. 
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Zadanie 22. 

R·wnanie 
( )3 2 3

4 3 2

x

x

-
=

-
 nie ma takiego samego rozwiŃzania, jak r·wnanie 

A. ( ) ( )6 2 3 4 3x x- = - 

B. ( )
2

6 3 4 3
3

x x- = - 

C. ( ) ( )9 2 2 4 3x x- = - 

D. ( ) ( )
3

3 2 4 3
2

x x- = - 

Zadanie 23. 

Do wyraŨenia 
1

1x+
 okreŜlonego dla 1x¸- dodano jego odwrotnoŜĺ. Oblicz x, dla kt·rego 

otrzymana suma jest r·wna 2. 

Zadanie 24. 

Do napeğniania basenu sğuŨŃ dwie pompy. Pierwsza z nich ma wydajnoŜĺ o 20% wiňkszŃ niŨ 

druga. Napeğnienie pustego basenu tylko drugŃ pompŃ trwa o 1 godzinň i 40 minut dğuŨej niŨ 

przy uŨyciu tylko pierwszej pompy. Oblicz, jakŃ czňŜĺ pustego basenu napeğniŃ w ciŃgu jed-

nej godziny obie pompy, pracujŃc jednoczeŜnie. 

Zadanie 25. 

Na rysunku obok jest przedstawiony fragment wy-

kresu funkcji kwadratowej f. OsiŃ symetrii paraboli 

jest prosta o r·wnaniu 3x=-.  

RozwiŃzaniem nier·wnoŜci () 0f x ¢  jest zbi·r 

A. 0, 3-
 

B. 3, 3-
 

C. 6, 3-
 

D. 9,3-  

Zadanie 26. 

Funkcja W jest okreŜlona wzorem () 43 2W x x bx a= - - dla wszystkich liczb rzeczywistych. 

R·wnoŜĺ ( ) ()1 1 0W W- + = zachodzi, gdy 

A. 
2

3
a=  B. 

3

2
a=   C. 1a=  D. 1a=- 

x

y

3

-3

f
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Zadanie 27 

Na tablicy zapisano nastňpujŃce potňgi: ( )
( )22

22 , ()
222

2
å õ
æ ö
ç ÷, ( )

2 2
22 , ()( )

2
22

2 . 

Ile r·Ũnych liczb reprezentujŃ te zapisy? 

A. 4 B. 3 C. 2 D. 1 

1.2. Funkcje 

Zadanie 28. 

Wyznacz wz·r funkcji kwadratowej f w postaci og·lnej, wiedzŃc, Ũe zbiorem wartoŜci tej 

funkcji jest przedziağ ( , 1-¤ -, a wartoŜĺ 5-  osiŃga ona dla dw·ch argument·w: 2 i 10. 

Komentarz do zadania 

Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej, kt·ra speğnia warunki podane w zadaniu. Zbi·r war-

toŜci tej funkcji to przedziağ ( 1,-¤- , zatem ramiona paraboli skierowane sŃ w d·ğ. Wiesz, 

Ũe wykres tej funkcji przechodzi przez punkty ( )5,2-  i ( )5,10- . ZauwaŨ, Ũe punkty te leŨŃ 

symetrycznie wzglňdem pewnej prostej ð osi symetrii paraboli. Wierzchoğek paraboli leŨy na 

tej prostej. Dziňki temu moŨesz juŨ podaĺ pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka tej paraboli. 

DrugŃ odczytasz ze zbioru wartoŜci funkcji f . ChociaŨ twoim zadaniem jest napisanie wzoru 

funkcji w postaci og·lnej, to jednak na poczŃtku bardziej pomocna bňdzie postaĺ kanoniczna. 

Napisz tň postaĺ, wstawiajŃc odpowiednio wyznaczone wczeŜniej wsp·ğrzňdne wierzchoğka 

paraboli. Do obliczenia pozostağ jeszcze wsp·ğczynnik a . Czy wiesz, jak go wyliczyĺ? JeŜli 

nie, to skorzystaj z faktu, Ũe do paraboli naleŨy np. punkt ( )5,2- . Po wyliczeniu a  pozostaje 

jeszcze doprowadziĺ wz·r do postaci og·lnej.  

RozwiŃzanie 

Wykorzystujemy wğasnoŜĺ paraboli dotyczŃcŃ symetrii wzglňdem prostej px= , gdzie 

6
2

102
=

+
=p . 

Zatem wierzchoğek paraboli ma wsp·ğrzňdne ( )1,6-=W . 

Wz·r funkcji moŨemy przedstawiĺ w postaci 1)6()( 2--= xaxf . 

Wykorzystujemy fakt, Ũe do wykresu funkcji naleŨy punkt ( )5,2- : 

1)62(5 2--=- a , 

4

1
-=a ; 

103
4

1
1)6(

4

1
)( 22 -+-=---= xxxxf . 
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Zadanie 29.  

Na rysunku sŃ przedstawione fragmenty wykres·w funkcji kwadratowych f i g. Funkcja f jest 

okreŜlona wzorem () 2 6 5f x x x=- + -, a mniejsze z jej miejsc zerowych jest jednoczeŜnie 

miejscem zerowym funkcji g. Wierzchoğek W paraboli, kt·ra jest wykresem funkcji f, leŨy na 

wykresie funkcji g, a wierzchoğek Z paraboli bňdŃcej wykresem funkcji g leŨy na osi Oy ukğa-

du wsp·ğrzňdnych. 

Wyznacz wz·r funkcji g.  

Komentarz do zadania 

Wykorzystaj podany wz·r funkcji f i oblicz miejsca zerowe (moŨesz wykorzystaĺ wzory na 

pierwiastki tr·jmianu kwadratowego). Otrzymasz w ten spos·b jedno z miejsc zerowych 

funkcji g. Wyznacz wsp·ğrzňdne wierzchoğka W paraboli bňdŃcej wykresem funkcji f. Wyko-

rzystaj teraz informacjň, Ũe punkt W leŨy na wykresie funkcji g.  

Co wynika z faktu, Ũe wierzchoğek Z paraboli bňdŃcej wykresem funkcji g leŨy na osi Oy 

ukğadu wsp·ğrzňdnych? 

Zadanie 30. 

R·Ũnica najwiňkszej i najmniejszej wartoŜci, jakie funkcja kwadratowa  

() 21
2 6

2
f x x x=- - + 

przyjmuje w przedziale 3,k-  dla 0k>  jest r·wna 
1

4
2

. Oblicz k. 

Komentarz do zadania 

ZauwaŨ, Ũe ramiona paraboli bňdŃcej wykresem funkcji () 21
2 6

2
f x x x=- - + sŃ skierowane 

w d·ğ. NajwiňkszŃ wartoŜciŃ tej funkcji rozpatrywanej w zbiorze liczb rzeczywistych jest 

()q f p= , gdzie ( ),p q  sŃ wsp·ğrzňdnymi wierzchoğka paraboli.  

Oblicz pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli i sprawdŦ, czy naleŨy do przedziağu 

3,k-  a nastňpnie oblicz najwiňkszŃ wartoŜĺ, jakŃ przyjmuje ta funkcja.  

x

y

0

 y = g (x)

 y = f (x)

W

Z
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NajmniejszŃ wartoŜĺ funkcji obliczysz, wykorzystujŃc danŃ w zadaniu r·Ũnicň miňdzy naj-

wiňkszŃ i najmniejszŃ wartoŜciŃ tej funkcji w przedziale 3,k- .  

Teraz oblicz argument, dla kt·rego funkcja f przyjmuje wartoŜĺ najmniejszŃ r·wnŃ 
1

3
2

.  

Uğ·Ũ i rozwiŃŨ r·wnanie oraz wybierz odpowiedŦ speğniajŃcŃ warunki zadania. 

Zadanie 31. 

Na rysunku 1. jest przedstawiony wykres funkcji f, a na rysunku 2. ð wykres funkcji g. 
  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

0

 y = f (x)

    

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

0

 y = g (x) y = g (x)

 

 Rys. 1. Rys. 2. 
 

Funkcja g jest okreŜlona wzorem 

A. () ()g x f x=-  B. () ( )g x f x= -  C. () () 4g x f x= + D. () () 4g x f x= - 

Zadanie 32. 

Wyznacz wartoŜĺ najwiňkszŃ funkcji  w przedziale 1,3 . 

Zadanie 33. 

Funkcja f, kt·rej dziedzinŃ jest zbi·r 1,5- , jest okreŜlona wzorem () 2 6 5f x x x=- + +. 

Wyznacz zbi·r wszystkich wartoŜci funkcji f. 

Zadanie 34. 

Wykres funkcji kwadratowej f przecina oŜ Ox w punktach 1x=  oraz 3x=  i przechodzi 

przez punkt ( )0, 3- . Wykres ten przesuniňto i otrzymano wykres funkcji kwadratowej 

() ( )g x f x p= - . Wierzchoğek funkcji g leŨy na osi Oy. Wyznacz wz·r funkcji g. 
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Zadanie 35. 

Parabola, kt·ra jest wykresem funkcji kwadratowej () 2f x ax bx c= + +, przechodzi przez 

punkt ( )2,10-  oraz ( ) ()1 3 0.f f- = = Oblicz odlegğoŜĺ wierzchoğka paraboli od poczŃtku 

ukğadu wsp·ğrzňdnych. 

Zadanie 36. 

Dana jest funkcja kwadratowa () 2 4 1f x ax x= + +. Wierzchoğek paraboli, kt·ra jest wykre-

sem tej funkcji, leŨy na prostej o r·wnaniu 5y=-. Oblicz wsp·ğrzňdne tego wierzchoğka. 

Zadanie 37. 

Zbiorem wartoŜci funkcji kwadratowej () 21
2

3
f x x x c=- - + jest przedziağ ( ,7-¤ . Zatem 

wsp·ğczynnik c jest r·wny 

A. 3-  B. 4  C. 7  D. 10 

Zadanie 38. 

Najwiňksza wartoŜĺ funkcji kwadratowej () ( )
2

2 4f x a x= - -, gdzie 0a¸ , w przedziale 

domkniňtym 4, 2- -  jest r·wna 12. Wyznacz najmniejszŃ wartoŜĺ funkcji f w przedziale 

4, 2- - . 

Zadanie 39. 

Funkcja kwadratowa f, kt·rej miejscami zerowymi sŃ liczby 2-  i 4, dla argumentu 1 przyjmu-

je wartoŜĺ 3. Uzasadnij, Ũe wykres funkcji f ma dwa punkty wsp·lne z prostŃ 2y= . 

Zadanie 40. 

Wierzchoğki tr·jkŃta ABC leŨŃ na paraboli, kt·ra jest wykresem pewnej funkcji kwadratowej f 

(zobacz rysunek). 

 

Pole tr·jkŃta jest r·wne 8, punkt ( )1,4C=  jest wierzchoğkiem paraboli, a punkty A i B leŨŃ na 

osi Ox. Wyznacz wz·r funkcji f. 
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Zadanie 41. 

W ukğadzie wsp·ğrzňdnych na pğaszczyŦnie rysujemy 

ğamane. Kolejne wierzchoğki kaŨdej z tych ğamanych to 

punkty: 

( )1 0,0A = ,    ( )2 1,0A = ,    ( )3 1, 1A = -, 

( )4 1, 1A = - -,    ( )5 1,1A = - ,    ( )6 2,1A =  

i tak dalej. Na rysunku obok jest przedstawiona ğamana 

skğadajŃca siň z dziesiňciu odcink·w, kt·rej ostatnim 

wierzchoğkiem jest punkt ( )11 3, 3A = - .  

Funkcja f przyporzŃdkowuje kaŨdej liczbie naturalnej 

1n²  dğugoŜĺ ğamanej zğoŨonej z 2n odcink·w, czyli takiej, kt·rej poczŃtkowym wierzchoğ-

kiem jest punkt 1A , a koŒcowym 2 1nA +. Wyznacz wz·r funkcji f oraz oblicz jej wartoŜĺ dla 

33n= . 

Zadanie 42. 

Dany jest tr·jkŃt prostokŃtny o kŃtach ostrych a i b, w kt·rym 
6

sin
3

a= . Wtedy 

A. 
3

cos
2

a=  B. 
6

cos
3

b=  C. 
3

tg
3

a=  D. 
6

tg
2

b=  

Zadanie 43. 

Dana jest liczba sin72a= .̄ Zapisz liczbň 21+tg 72̄  w zaleŨnoŜci od a. 

Zadanie 44. 

Oblicz wartoŜĺ wyraŨenia 
2sin 3cos

3cos 5sin

a a

a a

-

-
, jeŜli wiadomo, Ũe a jest kŃtem ostrym oraz 

tg 3a= . 

Zadanie 45. 

KŃty a i b sŃ kŃtami ostrymi w tr·jkŃcie prostokŃtnym i 
2

cos
5

a= . Oblicz tg sina bÖ . 

Zadanie 46. 

Dla pewnego kŃta ostrego a funkcje trygonometryczne sinus i cosinus majŃ wartoŜci 

1
sin

4
aa= -, 

1
cos

4
aa= +. Uzasadnij, Ũe 

4 7
tg

3
a

-
= . 

0 
A1 A2 

A3 A4 

 A6 

A7 A8 

A9 A10 

1 x 

y 

1 

A11 
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Zadanie 47. 

KŃt a jest kŃtem ostrym oraz 
2

cos
3

a= . WykaŨ, Ũe Ŝrednia arytmetyczna liczb: sina a= , 

1

2
b=  oraz 

tg

3
c

a
=  jest r·wna 

5 1

6

+
. 

Zadanie 48. 

WykaŨ, Ũe jeŨeli a i b sŃ kŃtami ostrymi takimi, Ũe 
35

sin
6

a=  oraz tg 35b= , to .a b=  

Zadanie 49. 

Funkcja wymierna f jest dana wzorem ()
2

2

2 3

3 6

x x
f x

x x

+ -
=
- -

. Wyznacz wszystkie wartoŜci ar-

gumentu, dla kt·rych funkcja f przyjmuje wartoŜĺ 2. 

Zadanie 50. 

NajmniejszŃ wartoŜciŃ, jakŃ funkcja kwadratowa f dana wzorem () 2f x ax bx c= + + przyj-

muje w przedziale 0,4 , jest ()2f . Uzasadnij, Ũe 0a>  i 0b< . 

Zadanie 51. 

Funkcja kwadratowa f przyjmuje w przedziale 0,3  najwiňkszŃ wartoŜĺ dla argument·w 0 i 3. 

Uzasadnij, Ũe w przedziale 2,5-  funkcja f przyjmuje najwiňkszŃ wartoŜĺ dla argument·w 

2-  i 5. 

1.3. CiŃgi 

Zadanie 52. 

Oblicz sumň wszystkich parzystych liczb cağkowitych dodatnich nie wiňkszych od 1000 

i niepodzielnych przez 3. 

Komentarz do zadania 

MoŨesz obliczyĺ sumň wszystkich liczb cağkowitych parzystych nie wiňkszych od 1000 

i odjŃĺ od niej sumň liczb parzystych podzielnych przez 3.  

Ile jest liczb cağkowitych dodatnich parzystych nie wiňkszych od 1000? Jaki ciŃg tworzŃ te 

liczby? Oblicz jego sumň. 

Ile jest liczb cağkowitych dodatnich parzystych podzielnych przez 3 (czyli podzielnych przez 

6)? ZauwaŨ, Ũe najwiňkszŃ liczbŃ parzystŃ podzielnŃ przez 3 i nie wiňkszŃ od 1000 jest 996. 

Skoro liczb od 1 do 996 jest 996, z czego co sz·sta bňdzie podzielna przez 6, to takich liczb 

jest 996 : 6 = 166. Oblicz sumň 6 + 12 + 18 + é + 996.  

Teraz moŨesz juŨ obliczyĺ sumň wskazanych liczb. 
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RozwiŃzanie 

Liczb cağkowitych dodatnich parzystych nie wiňkszych od 1000 jest 500. Obliczamy sumň 

wszystkich liczb naturalnych parzystych nie wiňkszych od 1000, korzystajŃc ze wzoru na su-

mň n poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego: 

250500500
2

10002
=Ö

+
. 

Liczby cağkowite dodatnie parzyste podzielne przez 3 zapisujemy w postaci: x6 , gdzie x  jest 

liczbŃ cağkowitŃ dodatniŃ. NajwiňkszŃ liczbŃ parzystŃ podzielnŃ przez 3 i nie wiňkszŃ 

od 1000 jest 996, zatem liczb cağkowitych dodatnich podzielnych przez 6 jest 166 (liczb od 1 

do 996 jest 996, z czego co sz·sta bňdzie podzielna przez 6, stŃd 996 : 6 = 166).  

Obliczamy sumň wszystkich liczb naturalnych parzystych podzielnych przez 6, korzystajŃc ze 

wzoru na sumň n poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego: 

83166166
2

9966
=Ö

+
. 

Obliczamy sumň wszystkich parzystych liczb cağkowitych dodatnich nie wiňkszych od 1000 

i niepodzielnych przez 3: 

16733483166250500 =- . 

OdpowiedŦ: Suma wszystkich parzystych liczb cağkowitych dodatnich nie wiňkszych od 1000 

i niepodzielnych przez 3 jest r·wna 167334. 

Zadanie 53. 

W pewnym ciŃgu geometrycznym ( )na  wyraz 4a  jest osiem razy wiňkszy od wyrazu1a . 

Drugi wyraz tego ciŃgu jest r·wny 6. ZnajdŦ najmniejszŃ liczbň naturalnŃ k takŃ, Ũe 100ka > . 

Komentarz do zadania 

KaŨdy z wyraz·w ciŃgu geometrycznego moŨna przedstawiĺ za pomocŃ pierwszego wyrazu 

i ilorazu ciŃgu. ZapisujŃc w ten spos·b wyraz 
4a  oraz podanŃ w zadaniu zaleŨnoŜĺ miňdzy 

nim a pierwszym wyrazem, moŨesz obliczyĺ nieznany iloraz ciŃgu (czy w danym ciŃgu 

pierwszy wyraz lub iloraz moŨe byĺ r·wny 0?). ZnajŃc iloraz i drugi wyraz ciŃgu, moŨesz 

obliczyĺ pierwszy wyraz i zapisaĺ wz·r og·lny ciŃgu, a potem zbadaĺ (choĺby sprawdzajŃc 

kolejne wyrazy), kiedy wyraz ciŃgu jest wiňkszy od 100.  

Zadanie 54. 

Tr·jwyrazowy ciŃg ( )1, 1,2x x x+ -  jest arytmetyczny dla  

A. 3x=- B. 1x=- C. 0x=  D. 2x=  

Zadanie 55. 

W ciŃgu arytmetycznym ( )na  dla 1n² , 1 8a =  oraz 1 2 3 33a a a+ + =. Wtedy suma 

4 5 6a a a+ +  jest r·wna 

A. 44 B. 60 C. 69 D. 93 
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Zadanie 56. 

Suma n poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego ( )na  dana jest wzorem 
2 25

4
n

n n
S

-
= , 

gdzie 1n². R·Ũnica ciŃgu arytmetycznego ()nb  jest r·wna 
3

2
 oraz jego piŃty wyraz jest 

r·wny 8. Wyznacz sumň 17 poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego ()nc , wiedzŃc, Ũe 

82n nc b a= - , gdzie 1n² . 

Zadanie 57. 

Suma 23 poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego ( )na  dla 1n²  jest r·wna 1564. Ob-

licz ŜredniŃ arytmetycznŃ wyraz·w 3a  i 21a . 

Zadanie 58. 

Dany jest ciŃg arytmetyczny ( )na  okreŜlony dla 1n². WykaŨ, Ũe ciŃg ( )nb , okreŜlony dla 

1n²  wzorem og·lnym 2 42 4n n nb a a+ += +  jest arytmetyczny. 

Zadanie 59. 

SkoŒczony ciŃg arytmetyczny ma nieparzystŃ liczbň wyraz·w. Wszystkie wyrazy tego ciŃgu 

sŃ liczbami cağkowitymi. Uzasadnij, Ũe Ŝrodkowy wyraz jest dzielnikiem sumy tych wyraz·w. 

Zadanie 60. 

W ciŃgu geometrycznym rosnŃcym pierwszy wyraz jest r·wny( )16- , a si·dmy wyraz jest 

r·wny 
1

4

å õ
-æ ö
ç ÷

. Kwadrat czwartego wyrazu jest r·wny 

A. 2-
 

B. 4  C. 

2
61

8

å õ
æ ö
ç ÷

 D. 

2
65

8

å õ
æ ö
ç ÷

 

Zadanie 61. 

W ciŃgu geometrycznym ( )na , w kt·rym 1 1a =, znane sŃ wartoŜci dw·ch wyraz·w: 16ka =  

i 2 32ka + = , gdzie k jest pewnŃ liczbŃ cağkowitŃ dodatniŃ. Wyznacz wyraz 10a . 

Zadanie 62. 

Kacper przez 5 dni zapisywağ swoje wydatki. ZauwaŨyğ, Ũe kaŨdego dnia wydatki byğy niŨsze 

o 20% w stosunku do wydatk·w poprzedniego dnia. Oblicz kwotň, jakŃ Kacper wydağ w tym 

czasie, jeŜli piŃtego dnia wydağ 20,48 zğ. 

Zadanie 63. 

W ciŃgu geometrycznym ( )na  o r·Ũnych i niezerowych wyrazach r·Ũnica miňdzy wyrazami 

piŃtym i trzecim jest trzy razy wiňksza niŨ r·Ũnica miňdzy wyrazami czwartym i trzecim. Ob-

licz iloraz ciŃgu( )na . 
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Zadanie 64. 

Dany jest ciŃg geometryczny ( )na  o wszystkich wyrazach r·Ũnych od zera, okreŜlony dla 

1n². WykaŨ, Ũe ciŃg ( )nb , okreŜlony dla 1n²  wzorem og·lnym ( )
2

22n n nb a a+= Ö , jest 

geometryczny. 

Zadanie 65. 

Dana jest funkcja wykğadnicza () 2xf x =  oraz ciŃg o wyrazie og·lnym ( )3na f n= , 

dla 1.n²  WykaŨ, Ũe ciŃg ( )na  jest geometryczny i oblicz iloraz tego ciŃgu. 

Zadanie 66. 

SkoŒczony ciŃg ( )1 2 3 4 5, , , ,a a a a a  jest geometryczny. Uzasadnij, Ũe majŃc dany tylko wy-

raz Ŝrodkowy 3a , moŨna obliczyĺ iloczyn wszystkich wyraz·w tego ciŃgu. 

1.4. Geometria 

Zadanie 67. 

Tr·jkŃt ostrokŃtny ABC jest wpisany w okrŃg o Ŝrodku O i promieniu 4. KŃt CAB jest r·wny 

kŃtowi OCB oraz kŃt CBA jest r·wny kŃtowi OCA. Oblicz dğugoŜĺ wysokoŜci CD opuszczo-

nej z wierzchoğka C na bok AB. 

Komentarz do zadania 

KorzystajŃc z zaleŨnoŜci miňdzy kŃtami wpisanym i Ŝrodkowym opartymi na tym samym 

ğuku, ustal zwiŃzek miňdzy kŃtami CAB i BOC. Dziňki temu wszystkie kŃty tr·jkŃta BOC 

uzaleŨnisz tylko od kŃta CAB, co pozwoli go wyznaczyĺ. Podobnie moŨesz wyznaczyĺ miarň 

kŃta CBA, korzystajŃc z zaleŨnoŜci miňdzy kŃtami CBA i AOC. W ten spos·b otrzymasz 

istotnŃ informacjň na temat typu tr·jkŃta ABC, kt·ra pozwoli na podanie dğugoŜci wysokoŜci 

CD (w jakim tr·jkŃcie promieŒ okrňgu opisanego jest r·wny jednej z wysokoŜci?). 

RozwiŃzanie 

Oznaczmy kŃty: ba =Ï=Ï ABCCAB , . 

Z twierdzenia o kŃcie Ŝrodkowym i wpisanym opartych na tym samym ğuku otrzymujemy, Ũe 

a2=ÏCOB . PoniewaŨ a=Ï=Ï OBCOCB , otrzymujemy 
2

2180 a
a

-̄
= , czyli ¯=45a . 

Analogicznie dowodzimy, Ũe ¯=45b .  

Wobec tego tr·jkŃt ABC jest tr·jkŃtem prostokŃtnym r·wnoramiennym, co oznacza, Ũe wyso-

koŜĺ CD ma dğugoŜĺ r·wnŃ promieniowi, czyli 4=CD . 
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Zadanie 68.  

PodstawŃ ostrosğupa ABCDS jest romb o boku dğugoŜci 3. KrawňdŦ boczna DS ma dğugoŜĺ 4 

i jest jednoczeŜnie wysokoŜciŃ tego ostrosğupa. DğugoŜci pozostağych trzech krawňdzi bocz-

nych sŃ r·wne (zobacz rysunek).  

 

Oblicz objňtoŜĺ tego ostrosğupa. 

Komentarz do zadania 

Zwr·ĺ uwagň, Ũe wszystkie trzy tr·jkŃty ADS, BDS i CDS sŃ prostokŃtne, majŃ wsp·lnŃ 

przyprostokŃtnŃ DS, a krawňdzie boczne AS, BS i CS sŃ przeciwprostokŃtnymi tych tr·jkŃt·w. 

Jakie wiňc to sŃ tr·jkŃty? Wykorzystaj twierdzenie Pitagorasa i oblicz dğugoŜci wszystkich 

bok·w kaŨdego z tych tr·jkŃt·w. Zwr·ĺ uwagň na przyprostokŃtnŃ BD tr·jkŃta BDS, kt·ra 

jest jednoczeŜnie przekŃtnŃ podstawy ostrosğupa. Jak ma siň dğugoŜĺ tej przekŃtnej do dğugo-

Ŝci boku podstawy ostrosğupa?  

RozwiŃzanie 

I  spos·b 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.  

 

ObjňtoŜĺ tego ostrosğupa jest r·wna  

A 

B 

C 

S 

D 

3 

3 

4 b 

b 

b 

3 

3 

A 

B 

C 

D 

S 
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. 

Zadanie sprowadza siň wiňc do obliczenia pola rombu ABCD. 

PoniewaŨ krawňdŦ DS jest wysokoŜciŃ ostrosğupa, to tr·jkŃty ADS, BDS i CDS sŃ prostokŃt-

ne, a DS jest wsp·lnŃ przyprostokŃtnŃ kaŨdego z nich. PoniewaŨ krawňdzie boczne AS, BS  

i CS majŃ tň samŃ dğugoŜĺ, to tr·jkŃty ADS, BDS i CDS majŃ r·wne przeciwprostokŃtne. Za-

tem z twierdzenia Pitagorasa wynika, Ũe r·wne sŃ teŨ przyprostokŃtne AD, BD i CD. To 

oznacza, Ũe przekŃtna BD rombu ABCD ma takŃ samŃ dğugoŜĺ jak bok tego rombu, wiňc tr·j-

kŃty ABD i BCD sŃ r·wnoboczne. Pole rombu jest wiňc r·wne 

. 

ObjňtoŜĺ ostrosğupa jest zatem r·wna  

. 

OdpowiedŦ: ObjňtoŜĺ ostrosğupa jest r·wna . 

I I  spos·b 

PoprowadŦmy wysokoŜĺ SE Ŝciany bocznej ABS i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. 

 

Z twierdzenia Pitagorasa dla tr·jkŃta ADS otrzymujemy  

, 

, 

, 

. 

PoniewaŨ tr·jkŃt ABS jest r·wnoramienny, gdyŨ , to spodek E tej wysokoŜci jest 

Ŝrodkiem podstawy AB tego tr·jkŃta. Zatem . Z twierdzenia Pitagorasa dla 

tr·jkŃta AES otrzymujemy  

1 4
4

3 3
ABCD ABCDV P P= Ö =

23 3 9 3
2

4 2
ABCDP = Ö =

4 4 9
3 6 3

3 3 2
ABCDV P= = Ö =

6 3

2 2 2
AS AD DS= +

2 2 23 4b = +

2 25b =

5b=

AS BS=

1 3
3

2 2
AE = Ö =

A 

B 

C 

S 

D 

3 

3 

4 
b 

b 

b 

3 

3 

E 

 

m 
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, 

, 

. 

Tr·jkŃt EDS jest prostokŃtny, gdyŨ krawňdŦ DS jest prostopadğa do pğaszczyzny podstawy 

ostrosğupa. Z twierdzenia Pitagorasa dla tego tr·jkŃta otrzymujemy 

, 

, 

, 

, 

. 

ZauwaŨmy, Ũe odcinek DE jest wysokoŜciŃ rombu ABCD opuszczonŃ z wierzchoğka D na bok 

AB, gdyŨ 

. 

Zatem pole rombu ABCD jest r·wne  

. 

ObjňtoŜĺ ostrosğupa jest zatem r·wna  

. 

OdpowiedŦ: ObjňtoŜĺ ostrosğupa jest r·wna . 

  

2 2 2
AS AE ES= +

2

2 23
5

2
h

å õ
= +æ ö
ç ÷

2 91

4
h =

2 2 2
ES ED DS= +

2 2 24h m= +

2 91
16

4
m = -

2 27

4
m =

3 3

2
m=

22
2 2 23 3 3 9 27

9
2 2 4 4

AE ED AD
å õå õ

+ = + = + = =æ öæ öæ öç ÷ç ÷

3 3 9 3
3

2 2
ABCDP = Ö =

4 4 9
3 6 3

3 3 2
ABCDV P= = Ö =

6 3
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Zadanie 69. 

Na rysunku jest przedstawiona prosta zawierajŃca przekŃtnŃ AC rombu ABCD oraz wierz-

choğki ( )2,1A= -  i ( )4,5C=  tego rombu. 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

0

 A

 C

 

WskaŨ r·wnanie prostej zawierajŃcej przekŃtnŃ BD tego rombu.  

A. 
2 11

3 3
y x=- + B. 

3
4

2
y x=- + C. 4y x=- + D. 

3 9

2 2
y x=- + 

Komentarz do zadania 

Z pewnoŜciŃ wiesz, Ũe przekŃtne rombu sŃ prostopadğe. Aby wyznaczyĺ r·wnanie prostej 

zawierajŃcej przekŃtnŃ BD, moŨesz najpierw obliczyĺ wsp·ğczynnik kierunkowy prostej za-

wierajŃcej przekŃtnŃ AC. Jak to zrobiĺ?  

Jaki jest wsp·ğczynnik kierunkowy prostej BD? Przyjrzyj siň teraz odpowiedziom do zadania. 

Na pewno zauwaŨysz, Ũe poprawna moŨe byĺ tylko odpowiedŦ B albo D.  

PrzekŃtne rombu dzielŃ siň wzajemnie na poğowy, wiňc prosta BD przechodzi przez Ŝrodek 

odcinka AC. Jak obliczyĺ wsp·ğrzňdne Ŝrodka odcinka AC?  

Czy znajŃc wsp·ğczynnik kierunkowy prostej oraz wsp·ğrzňdne punktu, przez kt·ry ona prze-

chodzi, potrafisz wyznaczyĺ r·wnanie prostej? 

Zadanie 70. 

Odcinek AB jest ŜrednicŃ okrňgu o Ŝrodku w punkcie O i promie-

niu r (zobacz rysunek). 

Ciňciwa AC ma dğugoŜĺ 3r , wiňc 

A. 130AOC= .̄ 

B. 90ABC= .̄ 

C. 60BOC= .̄ 

D. 45BAC= .̄ 

Zadanie 71. 

Punkty A, B, C, D, E sŃ poğoŨone w tej kolejnoŜci na okrňgu o Ŝrodku O (zobacz rysunek). Od-

cinki BD  i AC  sŃ Ŝrednicami tego okrňgu oraz 60BEC= . Oblicz miarň kŃtaCBD. 

A 

B 

C 

O 
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Zadanie 72. 

Punkty A, B, C, D sŃ poğoŨone w tej kolejnoŜci na okrňgu o Ŝrodku O (zobacz rysunek). Odci-

nek DB  jest ŜrednicŃ tego okrňgu i BAC a= , CBD b= . WykaŨ, Ũe 90a b+ = . 

 

Zadanie 73. 

Parami r·Ũne punkty A, B, C, D, E leŨŃ na okrňgu. Odcinki DE  i AC  sŃ r·wnolegğe, zaŜ od-

cinek BD  jest ŜrednicŃ tego okrňgu (zobacz rysunek). WykaŨ, Ũe prosta BE zawiera wyso-

koŜĺ tr·jkŃta ABC opuszczonŃ na bok AC . 

 

Zadanie 74. 

KoŒce odcinka AB o dğugoŜci 9 sŃ Ŝrodkami okrňg·w o promieniach 6 i 4 (zobacz rysunek).  
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Punkt C leŨy na odcinku AB  i jest Ŝrodkiem takiego okrňgu, o promieniu wiňkszym od 6, Ũe 

dwa dane okrňgi sŃ do niego wewnňtrznie styczne. PromieŒ okrňgu o Ŝrodku C ma dğugoŜĺ  

A. 6,5 B. 7,5 C. 8,5 D. 9,5 

Zadanie 75. 

Dwa okrňgi o promieniach r i R sŃ styczne zewnňtrznie i sŃ styczne do wsp·lnej prostej 

w punktach A i B (zobacz rysunek). Oblicz wartoŜĺ iloczynu rR, jeŨeli wiadomo, Ũe odcinek 

AB ma dğugoŜĺ 5. 

 

Zadanie 76. 

Dane sŃ dwa okrňgi styczne wewnňtrznie: okrŃg 1O  o Ŝrodku S i promieniu r·wnym 6 oraz 

okrŃg 2O  o Ŝrodku T i promieniu dğugoŜci 2. Z punktu S poprowadzono p·ğproste styczne do 

okrňgu 2O  w punktach K i L. Oblicz pole czworokŃta SKTL. 

  

A 

B 
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Zadanie 77.  

Pole tr·jkŃta ABC r·wne jest S. KaŨdy bok tr·jkŃta podzielono w stosunku x : y : x, gdzie x i y 

sŃ pewnymi liczbami dodatnimi. Wyznacz pole szeŜciokŃta, kt·rego wierzchoğkami sŃ punkty 

podziağ·w bok·w tr·jkŃta (zobacz rysunek). 

 
Zadanie 78. 

Odcinki AD  i BE przecinajŃ siň w punkcie C. W tr·jkŃtach ABC i CDE zachodzŃ zwiŃz-

ki: CAB CED= , 5AC = , 3BC = , 10CE=  (zobacz rysunek). WykaŨ, Ũe tr·jkŃty 

ABC i CDE sŃ podobne. Oblicz dğugoŜĺ boku CD. 

 

Zadanie 79. 

Dany jest tr·jkŃt prostokŃtny ABC, w kt·rym przyprostokŃtna AC ma dğugoŜĺ 12. Punkt E jest 

Ŝrodkiem przeciwprostokŃtnej AB, spodek D wysokoŜci CD leŨy miňdzy punktami A i E, 

a odlegğoŜĺ miňdzy punktami D i E jest r·wna 1 (zobacz rysunek).  

 

Oblicz obw·d tego tr·jkŃta.  

A B 

C 

D E 

12 

1 

A 
B 

C 

K 

L M 

N 

O 
P 
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Zadanie 80. 

Na rysunku przedstawiono trapez ABCD oraz zaznaczono wysokoŜci DE  i CF  tego trape-

zu. Punkt F  jest Ŝrodkiem podstawy AB , a punkt E  dzieli tň podstawň w stosunku 2:5. 

WykaŨ, Ũe punkt przeciňcia wysokoŜci CF  z przekŃtnŃ DB  dzieli tň przekŃtnŃ w stosunku 

3:7, liczŃc od wierzchoğka D. 

 

Zadanie 81. 

W tr·jkŃcie ABC o bokach dğugoŜci AC b= , BC a=  i kŃcie miňdzy nimi 60  poprowadzo-

no dwusiecznŃ kŃta ACB, kt·ra przeciňğa bok AB w punkcie D. Zapisz dğugoŜĺ odcinka CD 

w zaleŨnoŜci od a i b. 

Zadanie 82. 

Dany jest trapez prostokŃtny ABCD taki, Ũe kŃty przy wierzchoğkach A  i D  sŃ proste oraz 

10AB= , 6DC = , a przekŃtna AC  jest dwa razy dğuŨsza od ramienia DA . Na podstawie 

AB  obrano taki punkt X , Ũe CX CB=  (zobacz rysunek). Oblicz sinus kŃta XCB. 

 

Zadanie 83. 

Wyznacz wsp·ğrzňdne Ŝrodka okrňgu opisanego na kwadracie, kt·rego jeden z bok·w jest 

zawarty w prostej o r·wnaniu 2 2y x= -, a punkt ( )1,5A=  jest jego wierzchoğkiem. RozwaŨ 

wszystkie przypadki. 
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Zadanie 84. 

Dwa boki tr·jkŃta prostokŃtnego ABC sŃ zawarte w prostych o r·wnaniach 2 3y x= - oraz 

1 5

4 4
y x= -. Wyznacz r·wnanie prostej, kt·ra przechodzi przez punkt ( )4, 2K = -  i zawiera 

trzeci bok tr·jkŃta ABC. RozwaŨ wszystkie moŨliwoŜci. 

Zadanie 85. 

R·Ũnica wsp·ğczynnik·w kierunkowych dw·ch prostych jest r·wna r·Ũnicy odwrotnoŜci tych 

wsp·ğczynnik·w. Uzasadnij, Ũe te proste sŃ prostopadğe albo r·wnolegğe. 

Zadanie 86. 

Punkty A  i B, kt·rych pierwsze wsp·ğrzňdne sŃ r·wne odpowiednio 2-  i 2, naleŨŃ do wy-

kresu funkcji 
8

( ) 3f x
x

=- +. Oblicz wsp·ğrzňdne punktu C , wiedzŃc, Ũe punkt B  jest Ŝrod-

kiem odcinka AC. 

Zadanie 87. 

Prosta l przecina okrŃg o Ŝrodku S w punktach 
1

1 2,
8

A
å õ
= - -æ ö
ç ÷

 i 
3

1 2,
8

B
å õ
= + -æ ö
ç ÷

. Punkt S 

leŨy na prostej l. SprawdŦ, czy punkt S leŨy na prostej k o r·wnaniu 4 0x y- =. 

Zadanie 88. 

Dany jest szeŜciokŃt foremny ABCDEF, kt·rego Ŝrodkiem symetrii jest punkt ( )3, 3O= - , 

a wierzchoğek A ma wsp·ğrzňdne ( )1, 3 3A= - . Wiadomo, Ũe punkt ( )4, 2 3P= -  jest 

Ŝrodkiem odcinka BO. Oblicz wsp·ğrzňdne pozostağych wierzchoğk·w tego szeŜciokŃta. 

Zadanie 89. 

Punkt ( )2,1M =  jest Ŝrodkiem boku AB , a punkt ( )8,3N=  to Ŝrodek boku BC kwadratu 

ABCD. Oblicz dğugoŜĺ boku kwadratu ABCD. 

Zadanie 90. 

Tr·jkŃt o wierzchoğkach ( )6,0A= - , ( )6,4B=  i ( )3, 8C= - - przeksztağcono przez symetriň 

ŜrodkowŃ wzglňdem poczŃtku ukğadu wsp·ğrzňdnych i otrzymano tr·jkŃt 1 1 1A B C . Oblicz su-

mň kŃt·w wewnňtrznych wielokŃta, kt·ry jest czňŜciŃ wsp·lnŃ tr·jkŃta ABC i jego obrazu, tj. 

tr·jkŃta 1 1 1A B C . 

Zadanie 91. 

Prosta 0y=  jest osiŃ symetrii figury zğoŨonej z dw·ch prostych o r·wnaniach 

( )2y p x q= + - i ( )5 2y q x p= - + . Wyznacz p i q. Narysuj te proste w ukğadzie wsp·ğ-

rzňdnych. 
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Zadanie 92. 

Dany jest trapez r·wnoramienny ABCD, niebňdŃcy r·wnolegğobokiem, w kt·rym AB ||CD 

oraz ( )9,7A= - , ( )3,1B= , ( )3,10D= - . Trapez 1 1 1 1A B C D  jest obrazem trapezu ABCD 

w symetrii Ŝrodkowej wzglňdem poczŃtku ukğadu wsp·ğrzňdnych. Wyznacz wsp·ğrzňdne 

wierzchoğk·w trapezu 1 1 1 1A B C D  oraz r·wnanie osi symetrii tego trapezu. 

Zadanie 93. 

Punkt P leŨy wewnŃtrz tr·jkŃta o wierzchoğkach ( )6,0A= , ( )0,4B=  i ( )0,0C= . Oznaczmy 

przez ACP  obraz punktu P w symetrii osiowej wzglňdem prostej AC, a przez BCP  obraz punktu 

P w symetrii osiowej wzglňdem prostej BC. Uzasadnij, Ũe punkty ACP , C i BCP  leŨŃ na jednej 

prostej. 

Zadanie 94. 

Przedstawiona na rysunku bryğa skğada siň z walca i p·ğkuli. WysokoŜĺ walca jest taka, jak 

promieŒ jego podstawy i jest r·wna R.  

 

ObjňtoŜĺ tej bryğy jest r·wna  

A. 3Rp  B. 35

3
Rp  C. 32

3
Rp  D. 32 Rp  

Zadanie 95. 

PodstawŃ graniastosğupa prostego czworokŃtnego ABCDEFGH jest kwadrat ABCD (zobacz 

rysunek).  

 

KŃt AHC miňdzy przekŃtnymi sŃsiednich Ŝcian bocznych ma 50Ü. KŃt DBG miňdzy przekŃtnŃ 

podstawy a przekŃtnŃ Ŝciany bocznej jest r·wny 

A. 60Ü B. 65Ü C. 75Ü D. 80Ü 

 G 

 C 

A B 

 D 

E F 

H 

R R 

R 
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Zadanie 96. 

Dany jest ostrosğup prawidğowy czworokŃtny ABCDS, kt·rego Ŝciany boczne sŃ tr·jkŃtami 

r·wnobocznymi. Punkty G, E i F sŃ odpowiednio Ŝrodkami odcink·w AD, BC i CS (zobacz 

rysunek). 

 

KŃtem miňdzy przeciwlegğymi Ŝcianami bocznymi jest kŃt 

A. DFE B. GES C. ESG D. ASC 

Zadanie 97. 

WysokoŜĺ graniastosğupa prawidğowego tr·jkŃtnego ABCDEF 

(zobacz rysunek) jest r·wna 8, a tangens kŃta miňdzy wysoko-

ŜciŃ tr·jkŃta ABF poprowadzonŃ z wierzchoğka F i pğaszczyznŃ 

podstawy ABC tego graniastosğupa jest r·wny 
4 3

3
. Oblicz pole 

tr·jkŃta ABF. 

  

Zadanie 98. 

ObjňtoŜĺ graniastosğupa prawidğowego tr·jkŃtnego, w kt·rym krawňdŦ podstawy ma dğu-

goŜĺ 4, jest r·wna 16 6 (zobacz rysunek). 

 

Oblicz miarň kŃta nachylenia przekŃtnej Ŝciany bocznej do sŃsiedniej Ŝciany bocznej.  

A  B 

C 

S 

D 

 E 

F 

G 

A 

B 

C 

D 

E 

F 
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Zadanie 99. 

W graniastosğupie prawidğowym szeŜciokŃtnym kr·tsza przekŃtna graniastosğupa jest nachy-

lona do pğaszczyzny podstawy pod kŃtem ɓ takim, Ũe 
2

sin
7

b= . Oblicz miarň kŃta Ŭ, jaki 

tworzy dğuŨsza przekŃtna tej bryğy z pğaszczyznŃ podstawy. 

 

Zadanie 100. 

Dany jest ostrosğup prawidğowy tr·jkŃtny o krawňdzi podstawy dğugoŜci 6 3  oraz krawňdzi 

bocznej dğugoŜci 12. Wyznacz miarň kŃta miňdzy Ŝcianami bocznymi tego ostrosğupa. Wynik 

podaj z dokğadnoŜciŃ do ¯2 . 

Zadanie 101. 

W ostrosğupie prawidğowym czworokŃtnym kŃt pomiňdzy wysokoŜciŃ ostrosğupa 

a wysokoŜciŃ Ŝciany bocznej jest r·wny 30. PromieŒ okrňgu opisanego na podstawie jest 

r·wny 2 2. Oblicz sinus kŃta nachylenia krawňdzi bocznej ostrosğupa do pğaszczyzny pod-

stawy. 

Zadanie 102. 

W stoŨku stosunek pola powierzchni bocznej do pola podstawy jest r·wny 
3

2
. Oblicz sinus 

kŃta miňdzy tworzŃcŃ a pğaszczyznŃ podstawy tego stoŨka. 

  

K J 

D 

A 

E 

B 

C 
F 

G H 

L I 
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Zadanie 103. 

W tr·jkŃcie ABC punkt D jest Ŝrodkiem boku AB oraz CD CB=  (zobacz rysunek). Bok CB 

przedğuŨono tak, Ũe CB BE= . WykaŨ, Ũe AC DE= . 

 
 

Zadanie 104. 

TworzŃca stoŨka o kŃcie rozwarcia a ma dğugoŜĺ 8. Pole powierzchni cağkowitej tego stoŨka 

jest r·wne 48p. Oblicz objňtoŜĺ stoŨka oraz miarň kŃta a. 

Zadanie 105.  

Dany jest graniastosğup prawidğowy czworokŃtny ABCDEFGH o krawňdzi podstawy dğugoŜci 

4 2  oraz krawňdzi bocznej r·wnej 8. Graniastosğup przeciňto pğaszczyznŃ przechodzŃcŃ 

przez Ŝrodki krawňdzi AD i DC oraz przez wierzchoğek H (zobacz rysunek). Oblicz pole 

otrzymanego przekroju. 

 

A B 

C 

D 

E 
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Zadanie 106. 

W szeŜcianie 1 1 1 1ABCDA B C D przekŃtna 1AC  tworzy z pğaszczyznŃ ABCD kŃt a. Punkty L i J 

sŃ odpowiednio Ŝrodkami krawňdzi 1DD  i 1BB  oraz 2LAJ b= . Uzasadnij, Ũe cos tga b= . 

Zadanie 107. 

W ostrosğupie prawidğowym tr·jkŃtnym krawňdŦ podstawy jest 2 razy dğuŨsza od wysokoŜci 

ostrosğupa poprowadzonej na tň podstawň. Wyznacz kŃt nachylenia Ŝciany bocznej do pod-

stawy. 

Zadanie 108.  

Dany jest ostrosğup prawidğowy czworokŃtny, kt·rego wysokoŜĺ ma dğugoŜĺ H oraz kŃt miň-

dzy krawňdziŃ bocznŃ i pğaszczyznŃ podstawy jest r·wny 60̄ . Wyznacz wz·r na pole po-
wierzchni bocznej tego ostrosğupa w zaleŨnoŜci od wysokoŜci H. 

Zadanie 109. 

W stoŨku r·Ũnica dğugoŜci tworzŃcej i promienia podstawy jest r·wna 6. Cosinus kŃta a 

miňdzy tworzŃcŃ a pğaszczyznŃ podstawy tego stoŨka jest r·wny 
2

5
. Oblicz pole powierzchni 

bocznej tego stoŨka. 

Zadanie 110. 

Graniastosğup prawidğowy czworokŃtny ABCDEFGH o krawňdzi podstawy dğugoŜci 5 oraz 

krawňdzi bocznej dğugoŜci 5 6  przeciňto pğaszczyznŃ przechodzŃcŃ przez wierzchoğek A oraz 

punkty L oraz J leŨŃce na przeciwlegğych krawňdziach bocznych w r·wnych odlegğoŜciach od 

dolnej podstawy. Otrzymany przekr·j jest czworokŃtem AJKL, kt·rego przekŃtna AK tworzy 

z pğaszczyznŃ podstawy kŃt Ŭ (zobacz rysunek). Zapisz pole tego przekroju w zaleŨnoŜci od 

kŃta Ŭ. Jakie wartoŜci przyjmuje Ŭ? 

 
A B 

C D 

E F 

G H 

J 

K 

L 

Ŭ 
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Zadanie 111. 

Dana jest prosta o r·wnaniu 
1

2
y x b=- +, gdzie 0b>  przecina oŜ Oy w punkcie A, zaŜ oŜ Ox 

w punkcie B (zobacz rysunek). Pole tr·jkŃta AOB wyznaczonego przez tň prostŃ i osie ukğadu 

wsp·ğrzňdnych jest r·wne 16. Oblicz wsp·ğrzňdne Ŝrodka okrňgu opisanego na tr·jkŃcie AOB. 

 

Zadanie 112. 

Punkty ( )7,6A=  i ( )1, 2B= -  sŃ wierzchoğkami tr·jkŃta r·wnobocznego ABC. PromieŒ koğa 

opisanego na tym tr·jkŃcie jest r·wny 

A. 
5 3

6
 B. 

5 3

3
 C. 

10 3

6
 D. 

10 3

3
 

Zadanie 113. 

Tr·jkŃt T  jest podobny do tr·jkŃta 1T  w skali 
1

6
k= , a tr·jkŃt 2T  jest podobny do tr·jkŃta T  

w skali 3k=. Pole tr·jkŃta 2T  jest r·wne 24. Tr·jkŃt 1T  ma pole r·wne 

A. 12 B. 48 C. 72 D. 96 

Zadanie 114. 

Punkt ( )2,7A=  jest wierzchoğkiem kwadratu ABCD, a punkt ( )6,5S=  jest Ŝrodkiem okrňgu 

opisanego na tym kwadracie. Bok tego kwadratu ma dğugoŜĺ 

A. 10  B. 20  C. 2 10  D. 2 20 

Zadanie 115. 

W tr·jkŃcie prostokŃtnym ABC kŃt przy wierzchoğku A jest prosty oraz ( )
1

sin
3

ABC = . Ob-

licz ( )tg ABC . 

  

x

y

O

A

B

1

2

y x b=- +
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Zadanie 116. 

Do okrňgu o Ŝrodku O poprowadzono z zewnňtrznego punktu P dwie styczne przecinajŃce siň 

w P pod kŃtem 50  (zobacz rysunek). Punktami stycznoŜci sŃ, odpowiednio, punkty A i B.  

 

KŃt AOB ma miarň 

A. ¯90  B. ¯120  C. ¯130  D. ¯150  

Zadanie 117. 

Na pğaszczyŦnie dane sŃ trzy punkty: ( )1,1A= - , ( )5, 3B= -  oraz ( )3,2C= . Wyznacz r·w-

nanie Ŝrodkowej poprowadzonej do boku AB w tr·jkŃcie ABC. 

Zadanie 118. 

Wykres funkcji kwadratowej f danej wzorem () 22 5 3f x x x= - + przeciňto prostymi 

o r·wnaniach 1x=- oraz 2x= . Oblicz odlegğoŜĺ miňdzy punktami przeciňcia tych prostych 
z wykresem funkcji f. 

Zadanie 119. 

Niech prosta k bňdzie dana r·wnaniem 2 1y x= +. Uzasadnij, Ũe jej obrazem w symetrii Ŝrod-

kowej wzglňdem poczŃtku ukğadu wsp·ğrzňdnych jest prosta do niej r·wnolegğa. 

1.5. Teoria prawdopodobieŒstwa i kombinatoryka 

Zadanie 120. 

W pojemniku jest 10 kul, w tym b kul biağych i 10 b-  kul czarnych, gdzie 5b¸ . Z tego pojem-

nika losujemy dwa razy po jednej kuli ze zwracaniem. WykaŨ, Ũe prawdopodobieŒstwo zdarze-

nia polegajŃcego na tym, Ũe otrzymamy dwie kule tego samego koloru, jest wiňksze od 
1

2
. 

Komentarz do zadania 

Losujemy dwa razy po jednej kuli ze zwracaniem, czyli losujemy pierwszŃ kulň z 10 i drugŃ 

teŨ z 10. Ile bňdzie wszystkich moŨliwych par kul w takim losowaniu? Zastosuj reguğň mno-

Ũenia. Obliczysz w ten spos·b moc zbioru wszystkich zdarzeŒ elementarnych W.  

Niech zdarzenie A polega na tym, Ũe otrzymamy kule tego samego koloru. Na ile sposob·w 

moŨna wylosowaĺ dwie kule biağe, jeŜli w pojemniku jest b kul biağych? (losujemy najpierw 

jednŃ z b kul, potem drugŃ r·wnieŨ z b kul). Na ile sposob·w moŨna wylosowaĺ dwie kule 

A 

B 

P 

50o 

. O 
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czarne, jeŜli w pojemniku jest ( )10 b-  kul czarnych? Ile razem bňdzie par kul tego samego 

koloru? W ten spos·b wyznaczysz moc zdarzenia A.  

KorzystajŃc z klasycznej definicji prawdopodobieŒstwa, oblicz prawdopodobieŒstwo zdarze-

nia A.  

Twoim zadaniem jest wykazanie, Ũe prawdopodobieŒstwo zdarzenia A jest wiňksze od 
1

2
. 

Zapisz odpowiedniŃ nier·wnoŜĺ i przeksztağĺ jŃ do postaci, w kt·rej po jednej stronie bňdzie 

liczba 0. Przyjrzyj siň drugiej stronie tej nier·wnoŜci; czy dostrzegasz wz·r skr·conego mno-

Ũenia? Zastosuj go i wykaŨ, Ũe nier·wnoŜĺ jest prawdziwa. 

RozwiŃzanie 

 jest zbiorem wszystkich par  o wartoŜciach w zbiorze 10-elementowym. Jest to mo-

del klasyczny. . 

Oznaczmy przez A zdarzenie polegajŃce na otrzymaniu kul tego samego koloru. 

Mamy dwa rozğŃczne przypadki:  

ð otrzymamy dwa razy kulň biağŃ, 

ð otrzymamy dwa razy kulň czarnŃ. 

StŃd 

 

oraz 

. 

Mamy wykazaĺ, Ũe . 

Przeksztağcamy nier·wnoŜĺ r·wnowaŨnie: 

, 

, 

, 

, 

. 

Ostatnia nier·wnoŜĺ jest prawdziwa, bo z zağoŨenia . 

Uwaga: MoŨna teŨ obliczyĺ  i wykazaĺ, Ũe . 

W ( ),x y

( )
2

10 100W = =

( )
22 210 2 20 100A b b b b= + - = - +

2 22 20 100 10 50
( )

100 50

b b b b
P A

- + - +
= =

2 10 50 1

50 2

b b- +
>

2 10 50 1

50 2

b b- +
>

22 20 100 50b b- + >

22 20 50 0b b- + >

2 10 25 0b b- + >

( )
2

5 0b- >

5b¸

( )2 10
( )

100

b b
P A

-
¡=
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Zadanie 121. 

Wykonano pomiary wysokoŜci czterech krzeseğ i kaŨde dwa rezultaty byğy r·Ũne. Adam zapi-

sağ wyniki w metrach i odchylenie standardowe jego danych byğo r·wne As . Bogdan zapisağ 

te wyniki w centymetrach i odchylenie standardowe jego danych byğo r·wne Bs . Wynika 

stŃd, Ũe 

A. 10A Bs s=   B. 100A Bs s=   C. 10 A Bs s=   D. 100 A Bs s=  

Komentarz do zadania 

Wz·r, za pomocŃ kt·rego moŨesz obliczyĺ odchylenie standardowe danych, moŨesz znaleŦĺ 

w zestawie ĂWybrane wzory matematyczneò.  

ZauwaŨ, Ũe jeŨeli przez 1 2 3 4, , ,x x x x  oznaczymy kolejne wyniki zapisane przez Adama w me-

trach, a przez 1 2 3 4, , ,y y y y  kolejne wyniki zapisane przez Bogdana w centymetrach, to 

100k ky x=  dla { }1,2,3,4kÍ . SprawdŦ, Ũe 
_ _

100y x= .  

Zapisz wz·r na odchylenie standardowe danych Bogdana: 

2 2 2 2
_ _ _ _

1 2 3 4

4
B

y y y y y y y y

s

å õ å õ å õ å õ
- + - + - + -æ ö æ ö æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷= . 

Skorzystaj z zaleŨnoŜci 100k ky x=  dla { }1,2,3,4kÍ  oraz 
_ _

100y x= . 

Zadanie 122. 

Dany jest zbi·r { }1,2,...,2 ,2 1A n n= + , gdzie 1n², zğoŨony z 2 1n+  kolejnych liczb natural-

nych. WykaŨ, Ũe liczba wszystkich par ( , )a b  takich, Ũe a AÍ , b AÍ  i a b̧ oraz suma a b+  

jest nieparzysta, jest wiňksza od liczby par, kt·rych suma jest parzysta. 

Komentarz do zadania 

Tworzymy wszystkie pary liczb ( ),a b  takie, Ũe a b̧ oraz ,a b naleŨŃ do zbioru 

{1,2,3,...,2 ,2 1}A n n= + . 

Ile w podanym zbiorze jest liczb parzystych, a ile nieparzystych, skoro wszystkich liczb jest 

2 1n+  i ostatnia jest liczbŃ nieparzystŃ? 

Zastan·w siň, kiedy suma dw·ch liczb naturalnych jest parzysta. Podpowiem, Ũe obie muszŃ 

byĺ parzyste albo obie nieparzyste. Oblicz, ile jest takich par r·Ũnych liczb naleŨŃcych do 

zbioru A, kt·rych suma jest parzysta. Skorzystaj z reguğy mnoŨenia. 

Zastan·w siň, kiedy suma dw·ch liczb naturalnych jest nieparzysta. Podpowiem, Ũe jedna 

musi byĺ parzysta, a druga nieparzysta. Oblicz, ile jest takich par liczb naleŨŃcych do zbioru 

A, kt·rych suma jest nieparzysta. Pamiňtaj o tym, Ũe tworzymy pary uporzŃdkowane, czyli 

para (parzysta, nieparzysta) jest inna niŨ para (nieparzysta, parzysta). Skorzystaj z reguğy 

mnoŨenia. 

Teraz, po przeprowadzeniu tych obliczeŒ, uzasadnij tezň. 
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Zadanie 123. 

Rzucono 100 razy szeŜciennŃ kostkŃ do gry. średnia arytmetyczna liczb oczek w pierwszych 

40 rzutach byğa r·wna 3,75, a Ŝrednia arytmetyczna liczb oczek w kolejnych 60 rzutach byğa 

r·wna 4,25. średnia arytmetyczna liczb oczek w 100 rzutach jest 

A. mniejsza od 4. 

B. r·wna 4. 

C. r·wna 4,05. 

D. wiňksza od 4,05. 

Zadanie 124. 

Zestaw danych: 1 2 3, , ,..., nx x x x  ma ŜredniŃ arytmetycznŃ a i odchylenie standardowe s. 

WykaŨ, Ũe zestaw danych: 31 2, , ,..., nx a x ax a x a

s s s s

- -- -
 ma ŜredniŃ arytmetycznŃ 0. 

Zadanie 125. 

Adam otrzymağ z trzech kolejnych klas·wek nastňpujŃce oceny: 6, 4, 4. Oblicz, jakŃ ocenň 

otrzymağ Adam z czwartej klas·wki, jeŨeli odchylenie standardowe otrzymanych ocen jest 

r·wne 
11

16
. 

Zadanie 126. 

Wszystkich par ( , )a b  takich, Ũe { }1,2,3,4,5,6,7aÍ  i { }1,2,3,4,5,6,7,8,9bÍ  oraz suma 

a b+  jest podzielna przez 3, jest 

A. mniej niŨ 21. 

B. dokğadnie 21. 

C. dokğadnie 22. 

D. wiňcej niŨ 22. 

Zadanie 127. 

Liczb ze zbioru { }1,2,3,...,36Z= , kt·rych nie moŨna uzyskaĺ jako iloczynu dw·ch nieko-

niecznie r·Ũnych liczb ze zbioru { }1,2,3,...,6 , jest 

A. 8 B. 16 C. 18 D. 19 
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Zadanie 128. 

Liczb naturalnych trzycyfrowych, w zapisie kt·rych kaŨda cyfra wystňpuje co najwyŨej raz 

oraz suma cyfry setek i cyfry jednoŜci jest r·wna 4, jest 

A. mniej niŨ 24. 

B. dokğadnie 24. 

C. dokğadnie 32. 

D. wiňcej niŨ 32. 

Zadanie 129. 

Ile jest wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych, w zapisie kt·rych kaŨda cyfra jest inna, 

Ũadna nie jest zerem oraz jednŃ z cyfr jest dziewiŃtka? 

A. 56 B. 168 C. 216 D. 504 

Zadanie 130. 

Dana jest tabela zğoŨona z szeŜciu wierszy i dziewiňciu kolumn (zobacz rysunek). Oblicz, ile 

w tej tabeli moŨna narysowaĺ, zgodnie z zaznaczonymi liniami, prostokŃtnych tabel 

o czterech wierszach i czterech kolumnach. 

 

         

         

         

         

         

         

Zadanie 131. 

Wszystkie losy loterii fantowej zostağy ponumerowane kolejno od numeru 10000 do numeru 

99999. Te losy, kt·rym nadano numery o sumie cyfr r·wnej trzy, sŃ wygrywajŃce, pozostağe 

losy sŃ przegrywajŃce. Na tej loterii bňdziemy losowaĺ jeden los. Oblicz prawdopodobieŒ-

stwo wyciŃgniňcia losu przegrywajŃcego. Wynik przedstaw w postaci uğamka dziesiňtnego 

w przybliŨeniu do czwartego miejsca po przecinku. 
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Zadanie 132.  

Na rysunku jest przedstawiony trzynastokŃt wypukğy o kolejnych wierzchoğkach od 
1A  do 

13A  oraz przekŃtna 
1 8A A  tego wielokŃta. 

 

SpoŜr·d wszystkich 65 przekŃtnych tego wielokŃta losujemy jednŃ. Oblicz prawdopodobieŒ-

stwo zdarzenia polegajŃcego na tym, Ũe wylosowana przekŃtna bňdzie przecinağa siň z prze-

kŃtnŃ 
1 8A A  w punkcie leŨŃcym wewnŃtrz trzynastokŃta. Wynik zapisz w postaci uğamka nie-

skracalnego. 

Zadanie 133. 

SpoŜr·d wierzchoğk·w szeŜcianu wybieramy losowo dwa r·Ũne wierzchoğki. Oblicz prawdo-

podobieŒstwo wylosowania wierzchoğk·w, kt·re sŃ koŒcami tej samej przekŃtnej Ŝciany sze-

Ŝcianu. 

Zadanie 134. 

Ze zbioru wszystkich krawňdzi (krawňdzi bocznych i krawňdzi podstawy) ostrosğupa prawi-

dğowego piňciokŃtnego losujemy jednŃ krawňdŦ, a nastňpnie z pozostağych krawňdzi losujemy 

drugŃ. Oblicz prawdopodobieŒstwo zdarzenia polegajŃcego na tym, Ũe wylosowane krawň-

dzie bňdŃ miağy wsp·lny wierzchoğek. 

1A  

2A  
3A  

4A  

5A  

6A  

7A  

8A  
9A  

10A  

11A  

12A  

13A  
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2. Komentarze do zadaŒ 

2.1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. 
R·wnania i nier·wnoŜci 

Zadanie 3. 

W liczniku uğamka 
3 34 16

8

Ö -

-
 wystňpuje iloczyn pierwiastk·w tego samego stopnia. Zapisz 

ten iloczyn w postaci jednego pierwiastka. Otrzymany wynik zapisz w postaci potňgi 

o podstawie 2.  

Zadanie 4.  

PoniewaŨ wszystkie zaproponowane odpowiedzi sŃ potňgami o podstawie 2, zapisz podanŃ 

liczbň w postaci potňgi liczby 2. WykorzystujŃc znane wzory dotyczŃce potňg, otrzymasz: 

( ) 2

11
3

4

222222
8

1
22 42

3

32

1
3

4

=Ö=ÖÖ=ö
÷

õ
æ
ç

å
-

-
Ö

-

. Nastňpnie zastan·w siň, czy wiesz, jakŃ liczbŃ jest 

liczba odwrotna do x . LiczbŃ odwrotnŃ do np. 
4

3
 jest liczba 

3

4
, a odwrotnoŜciŃ liczby x  

( 0̧x ) jest liczba 
x

1
, czyli 1-x . Zatem odwrotnoŜciŃ liczby 

2

11

2  jest liczba 

2

11
2

11

2
2

1

2

1

2

11

-

=ö
÷

õ
æ
ç

å
= . 

Zadanie 5. 

MnoŨenie potňg jest moŨliwe wtedy, gdy potňgi majŃ takie same podstawy lub takie same 

wykğadniki. Zapisz wszystkie czynniki w postaci potňgi o tej samej podstawie, a nastňpnie 

zastosuj prawa dziağaŒ na potňgach. 

1 1 1 2 41 1 1
3 1 3 3 3 3 34 4 44 2 16 4 2 16 2 2 2 .

- -
-Ö Ö = Ö Ö = Ö Ö 

Po wykonaniu dziağaŒ na potňgach otrzymasz odpowiedŦ D.  

Zadanie 6. 

MoŨesz zapisaĺ liczbň 72 w postaci iloczynu potňg liczb 2 i 3 oraz skorzystaĺ z twierdzenia 

o logarytmie iloczynu i logarytmie potňgi. 
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Zadanie 7. 

MoŨesz skorzystaĺ z tego, Ũe 5log1 5= . Oznacza to, Ũe 5log2122 5Ö=Ö= . JeŨeli zastosujesz 

teraz wz·r na logarytm potňgi, to otrzymasz: 25log5log2 5

2

5 == . Liczba o 2 wiňksza od 

4log5  to inaczej 24log5 + , czyli 25log4log 55 + . StosujŃc wz·r na logarytm iloczynu, 

otrzymasz ostatecznie ( )5 5 5 5 5log 4 2 log 4 log 25 log 4 25 log 100+ = + = Ö = . Zatem poprawna 

odpowiedŦ to D. 

Zadanie 8. 

W zadaniu podana jest roczna stopa procentowa. Najpierw trzeba wiňc ustaliĺ, w jakiej wyso-

koŜci naliczane sŃ odsetki co kwartağ. W roku mamy cztery kwartağy, wiňc oprocentowanie 

w tym okresie wyniesie 
4004

% pp
= . Zatem po upğywie pierwszego takiego okresu wartoŜĺ 

lokaty wyniesie ö
÷

õ
æ
ç

å
+

400
11000

p
. Po upğywie roku (czyli czterech takich okres·w) wartoŜĺ ta 

wyniesie 

4

400
11000 ö

÷

õ
æ
ç

å
+

p
, co moŨna otrzymaĺ, korzystajŃc np. ze wzoru na procent skğadany. 

Zadanie 9. 

WykorzystujŃc podany stosunek bok·w, moŨesz uzaleŨniĺ dğugoŜĺ kaŨdego z nich od jednej 

zmiennej, np. x . Otrzymasz stŃd, Ũe 3a x= , 5b x= , 7c x= . Aby ustaliĺ, kt·re zdanie jest 

fağszywe, musisz kolejno obliczyĺ, jakim procentem (bŃdŦ uğamkiem) sumy liczb a i b jest 

liczba c, jakim procentem (bŃdŦ uğamkiem) sumy liczb a b c+ + jest liczba a, jakim procen-

tem (bŃdŦ uğamkiem) sumy liczb b i c jest liczba a oraz jakim procentem (bŃdŦ uğamkiem) 

liczby c jest liczba b. 

ObliczajŃc kolejne stosunki, otrzymasz: 

7 7
87,5%

3 5 8

c x

a b x x
= = =

+ +
, 100% 87,5% 12,5%- =  ð prawda, 

3 3 1
20%

3 5 7 15 5

a x

a b c x x x
= = = =

+ + + +
 ð prawda, 

3 3 1
25%

5 7 12 4

a x

b c x x
= = = =

+ +
 ð prawda, 

5 5 3
71 %

7 7 7

b x

c x
= = =  ð nieprawdŃ jest, Ũe liczba b to 60% liczby c. 

Zatem odpowiedŦ D jest fağszywa. 

Zadanie 10. 

PoniewaŨ oprocentowanie jest podane w skali roku (tj. trzy razy cztery miesiŃce), najpierw 

musisz ustaliĺ, jakie bňdzie oprocentowanie w okresie czterech miesiňcy (wystarczy oprocen-

towanie roczne podzieliĺ przez trzy). StosujŃc np. wz·r na procent skğadany. moŨesz ustaliĺ 

wartoŜĺ lokaty po upğywie 8 miesiňcy, tj. po dw·ch czteromiesiňcznych okresach. Niewiado-

mŃ w uzyskanym wyraŨeniu bňdzie wartoŜĺ kwoty wpğaconej na poczŃtku. WyraŨenie to 

przyr·wnaj do wartoŜci lokaty wraz z odsetkami i stŃd wylicz kwotň, kt·rŃ wpğacono na po-

czŃtku. 
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Zadanie 11. 

JeŜli x  oznacza liczbň uczni·w w szkole na poczŃtku pierwszego roku, to jak zapisaĺ liczbň 

uczni·w na koŒcu pierwszego roku? ZauwaŨ, Ũe zmniejszyğa siň ona o x1,0  (wygodniej ci 

bňdzie zapisywaĺ procenty w postaci uğamk·w).  

Jak zapisaĺ liczbň uczni·w na koniec drugiego roku? Jak siň ta liczba ma do x ?  

JeŜli w trzecim roku liczba uczni·w zmalağa o %y , to jak siň ona ma do liczby uczni·w 

na koŒcu drugiego roku?  

Liczba uczni·w na poczŃtku pierwszego roku i na koŒcu trzeciego roku jest taka sama. Uğ·Ũ 

odpowiednie r·wnanie. 

Zadanie 12. 

Ponumeruj autobusy kolejnymi liczbami 1, 2,..., 10 wedğug liczby pasaŨer·w nimi podr·ŨujŃ-

cych i oznacz liczbň pasaŨer·w w i-tym pojeŦdzie przez ip , wiňc 

10921 50 ppp>ppp 1+kk ²²»²²²»²² , 

gdzie k to liczba autobus·w przepeğnionych. 

Zapisz w postaci uğamka procent przepeğnionych autobus·w oraz procent pasaŨer·w podr·Ũu-

jŃcych w przepeğnionych autobusach. Nastňpnie zbadaj znak r·Ũnicy tych uğamk·w. Zwr·ĺ 

uwagň na to, Ũe moŨesz zapisaĺ szacowania: 

kkpppk k )10(50)...)(10( 21 -²+++- , 

)10(50)...( 101 kkppk k -<+++ . 

Podaj odpowiedŦ! 

Zadanie 13. 

KorzystajŃc ze wzor·w na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potňgi 

o wykğadniku naturalnym, zapisz liczby a  i b  w postaci jednego logarytmu. Nastňpnie oblicz 

ba+ , korzystajŃc z dziağaŒ na logarytmach. 

Zadanie 14. 

Czy moŨesz sumň logarytm·w o tej samej podstawie zapisaĺ w innej postaci? ZauwaŨ, Ũe 

( ) ()33

2

3 3log93log xxx xx =Ö . Jaka jest wartoŜĺ wyraŨenia ( )33 3log xx ? 

Zadanie 15. 

Odczytaj wsp·ğrzňdne punkt·w podanych na rysunku: ( )2,3=A , ( )4,5-=B , ( )1,3--=C . 

KorzystajŃc ze wzoru na prostŃ przechodzŃca przez dwa punkty, wyznacz r·wnania prostych 

przechodzŃcych przez kaŨdŃ parň punkt·w.  

Prosta AC ma r·wnanie: 2)3(
33

21
+-

--

--
= xy , czyli 12 -=- yx . 

Prosta AB ma r·wnanie: 2)3(
35

24
+-

-

--
= xy , czyli 113 =+yx . 
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Prosta BC ma r·wnanie: 1)3(
53

41
-+

--

+-
= xy , czyli 1783 -=+ yx . 

PoniewaŨ Ũadna z tych prostych nie jest r·wnolegğa do osi Oy, to moŨesz r·wnieŨ skorzystaĺ 

z postaci kierunkowej prostej i po podstawieniu dw·ch punkt·w wyznaczyĺ jej r·wnanie. Np. 

prosta AC ma r·wnanie baxy += . Podstawiasz wsp·ğrzňdne obu punkt·w: ba+=32  

i ba+-=- 31 . StŃd 
2

1
==ba . Zatem r·wnanie przybiera postaĺ 

2

1

2

1
+= xy , stŃd 2 1,y x= + 

czyli 12 -=- yx . 

MajŃc wszystkie trzy proste, sprawdŦ, kt·ry z podanych w odpowiedzi ukğad·w zawiera te 

r·wnania. Jest nim ukğad A. 

Zadanie 16. 

Zacznij od wyznaczenia A i C ð punkt·w przeciňcia, odpowiednio, prostych: 1
2

1
+= xy  

i xy -=7  z osiŃ Ox (czyli prostŃ 0=y ) oraz punktu wsp·lnego tych dw·ch prostych 

(oznaczmy go B). W ten spos·b otrzymasz wsp·ğrzňdne wierzchoğk·w tr·jkŃta ABC. Punkty 

A i C leŨŃ na osi Ox. Jaka jest odlegğoŜĺ miňdzy nimi?  

Punkt B znajdzie siň w pierwszej ĺwiartce ukğadu wsp·ğrzňdnych, wiňc wysokoŜĺ tr·jkŃta 

poprowadzona z tego wierzchoğka bňdzie r·wna drugiej wsp·ğrzňdnej tego punktu. Teraz wy-

starczy juŨ tylko zastosowaĺ wz·r na pole tr·jkŃta. 

MoŨesz r·wnieŨ skorzystaĺ ze wzoru na pole tr·jkŃta, podstawiajŃc do niego wsp·ğrzňdne 

wierzchoğk·w:( )( )( ) ( )( )( )
2

1
13

2

27
03270024

2

1
==-Ö----Ö--Ö . 

Zadanie 17. 

Przeksztağĺ r·wnania (podane w ukğadach r·wnaŒ) do postaci kierunkowej i wykorzystaj 

zwiŃzki miňdzy wsp·ğczynnikami kierunkowymi r·Ũnych prostych r·wnolegğych (ukğad 

sprzeczny) i pokrywajŃcych siň (nieskoŒczenie wiele rozwiŃzaŒ). Otrzymasz w ten spos·b 

warunki, jakie muszŃ speğniaĺ a i b. Wybierz te wartoŜci a i b, dla kt·rych warunki obu ukğa-

d·w sŃ speğnione jednoczeŜnie. 

Zadanie 18. 

ZauwaŨ, Ũe skoro rozwiŃzaniem ukğadu jest para liczb cağkowitych dodatnich, to odpowiada-

jŃcy jej punkt musi naleŨeĺ do pierwszej ĺwiartki ukğadu wsp·ğrzňdnych. Podana prosta w tej 

ĺwiartce przechodzi przez dwa punkty o wsp·ğrzňdnych cağkowitych i tylko jeden z nich ma 

r·Ũne wsp·ğrzňdne. Informacje te pozwalajŃ dokğadnie ustaliĺ, jak wyglŃda rozwiŃzanie ukğa-

du. Musisz teraz wykorzystaĺ to rozwiŃzanie do wyznaczenia drugiego r·wnania ukğadu wie-

dzŃc, Ũe opisuje ono prostŃ przechodzŃcŃ przez poczŃtek ukğadu wsp·ğrzňdnych i znaleziony 

wczeŜniej punkt. 

Zadanie 19. 

Podany przedziağ jest rozwiŃzaniem takiej nier·wnoŜci, w kt·rej wystňpuje funkcja kwadra-

towa zerujŃca siň w koŒcach tego przedziağu. Jej wz·r moŨesz napisaĺ korzystajŃc z postaci 

iloczynowej funkcji kwadratowej. PoniewaŨ koŒcami przedziağu sŃ liczby 3-=x  i 1=x , to 
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funkcjň moŨemy zapisaĺ w postaci ( )( )13 -+Ö= xxay . W ŨŃdanej nier·wnoŜci wsp·ğczyn-

nik przy 2x  jest r·wny 1, wiňc moŨna przyjŃĺ 1=a , a wtedy podany przedziağ jest rozwiŃza-

niem nier·wnoŜci ( )( ) 013 <-+ xx . Po przeksztağceniu nier·wnoŜĺ ta przybiera postaĺ 

( ) 32 <+xx .  

Inny spos·b to oczywiŜcie rozwiŃzywanie podanych nier·wnoŜci i sprawdzenie, w kt·rym 

przypadku otrzymamy dany przedziağ. 

Zadanie 20. 

ZauwaŨ, Ũe punkty o wsp·ğrzňdnych 
1

0, 2
2

å õ
-æ ö

ç ÷
 oraz 

1
6, 2

2

å õ
-æ ö

ç ÷
 sŃ symetryczne wzglňdem 

prostej 3x=. Prosta ta jest osiŃ symetrii wykresu funkcji f opisanej w zadaniu.  

ZauwaŨ, Ũe jeŜli jednym miejscem zerowym funkcji f jest 1x= , to drugim miejscem zero-

wym jest 5x=. Zastan·w siň, jak sŃ skierowane ramiona paraboli, kt·ra jest wykresem funk-

cji f. 

Zadanie 21. 

JeŜli dğugoŜĺ dğuŨszego boku prostokŃta jest r·wna x, to jak moŨesz zapisaĺ pole prostokŃta? 

Zapisz nier·wnoŜĺ wynikajŃcŃ z warunk·w zadania i rozwiŃŨ jŃ. Pamiňtaj, Ũe dğugoŜĺ boku 

musi byĺ dodatnia, wiňc x  musi byĺ wiňksze od 5. Z treŜci zadania wynika, Ũe dğugoŜĺ dğuŨ-

szego boku prostokŃta jest liczbŃ parzystŃ, zatem z otrzymanego zbioru wybierz wartoŜĺ x  

speğniajŃcŃ ten warunek. 

Zadanie 22. 

KaŨde z podanych r·wnaŒ jest takim r·wnaniem liniowym, kt·re ma jedno rozwiŃzanie. 

SprawdŦ, kt·re z podanych r·wnaŒ nie jest przeksztağceniem wyjŜciowego r·wnania do po-

staci r·wnania liniowego. Do tego celu wykorzystaj wğasnoŜĺ proporcji. 

Zadanie 23. 

OdwrotnoŜciŃ wyraŨenia 
1

1x+
 dla 1x¸- jest 1x+. Uğ·Ũ r·wnanie wynikajŃce z treŜci zada-

nia i rozwiŃŨ je. Pamiňtaj, aby sprawdziĺ, czy otrzymane rozwiŃzania nie sŃ sprzeczne 

z zağoŨeniem 1x¸-. 

Zadanie 24. 

ZauwaŨ, Ũe jeŜli pompa napeğnia pusty basen w ciŃgu x  godzin, to w ciŃgu jednej godziny 

napeğni 
x

1
 czňŜĺ basenu. Zatem czas i wydajnoŜĺ to zaleŨnoŜci odwrotnie proporcjonalne. 

JeŨeli przez w  oznaczysz czňŜĺ objňtoŜci basenu, jakŃ napeğnia w ciŃgu jednej godziny druga 

pompa, to wyraŨenie 
w

1
 opisuje czas samodzielnego napeğniania basenu tŃ pompŃ. Wiesz, Ũe 

wydajnoŜĺ pierwszej pompy jest o 20% wiňksza. Zapisz, za pomocŃ niewiadomej w , wyraŨe-

nie opisujŃce wydajnoŜĺ pierwszej pompy oraz czas samodzielnego napeğnienia basenu przez 

tň pompň. Nastňpnie zapisz r·wnanie uwzglňdniajŃce wydajnoŜĺ i por·wnujŃce czas samo-
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dzielnego napeğniania basenu przez kaŨdŃ z pomp. Wykorzystaj fakt, Ũe druga pompa musi 

pracowaĺ o 1 godzinň i 40 minut dğuŨej (pamiňtaj o zamianie minut na godziny). RozwiŃŨ 

r·wnanie z niewiadomŃ w . Oblicz jeszcze, jakŃ czňŜĺ basenu napeğniŃ obie pompy w ciŃgu 

jednej godziny. 

Zadanie 25. 

Kt·re punkty wystarczŃ do wyznaczenia zbioru rozwiŃzaŒ nier·wnoŜci () 0f x ¢ ? 

Zaznacz na rysunku drugie miejsce zerowe funkcji f, wiedzŃc, Ũe osiŃ symetrii wykresu funk-

cji f jest prosta o r·wnaniu 3x=-, i rozwiŃŨ () 0f x ¢ . 

Zbiorem rozwiŃzaŒ jest przedziağ 9,3- . 

Zadanie 26. 

Oblicz ( )1W -  i ()1W . RozwiŃŨ zapisane w treŜci zadania r·wnanie ( ) ()1 1 0W W- + = 

i oblicz a. Otrzymujesz 
3

2
a= . 

Zadanie 27. 

SprowadŦ wszystkie liczby do wsp·lnej podstawy, np. 4, i por·wnaj wykğadniki: 

()( ) 422 42
2

= , 

8162
2

4222
4

22

===
ö
÷

õ
æ
ç

å

, 

( ) 42
2

2 4162
2

== , 

( ) 81642 4222
222

=== . 

2.2. Funkcje 

Zadanie 31. 

Przyjrzyj siň wykresom funkcji f i g. Jak przeksztağciĺ wykres funkcji f, Ũeby otrzymaĺ wy-

kres funkcji g?  

Wykres funkcji g jest obrazem wykresu funkcji f w symetrii osiowej wzglňdem osi Ox. Jakim 

wzorem okreŜlona jest funkcja, kt·rej wykres jest obrazem wykresu danej funkcji w symetrii 

wzglňdem osi Ox?  

Zadanie 32. 

Zwr·ĺ uwagň na to, jakie wartoŜci moŨe przyjmowaĺ funkcja 14)( 2 -+= xxxg  w przedziale 

3,1 . Czy umiesz podaĺ zbi·r wartoŜci tej funkcji? Jaka postaĺ funkcji kwadratowej moŨe 

pom·c w podaniu zbioru wartoŜci funkcji g? MoŨesz takŨe wykorzystaĺ wykres funkcji g. 

Zwr·ĺ uwagň na to, Ũe funkcja g przyjmuje tylko wartoŜci dodatnie, a zatem wartoŜĺ odwrot-

noŜci wartoŜci najmniejszej funkcji g jest jednoczeŜnie wartoŜciŃ najwiňkszŃ funkcji f. 
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Zadanie 33. 

ZauwaŨ, Ũe musisz wyznaczyĺ wartoŜĺ najmniejszŃ i najwiňkszŃ funkcji f  w przedziale 

1;5 .-  Czy pierwsza wsp·ğrzňdna wierzchoğka wykresu funkcji f  naleŨy do przedziağu 

5;1- ? Jakie wartoŜci funkcja f  przyjmuje na koŒcach przedziağu 5;1- ? Naszkicuj wykres 

funkcji f . Gdzie funkcja f  przyjmuje wartoŜĺ najwiňkszŃ? Dla jakiego argumentu funkcja f  

przyjmuje wartoŜĺ najmniejszŃ? Teraz zapisz przedziağ, kt·ry jest zbiorem wartoŜci funkcji f . 

Zadanie 34. 

Miejscami zerowymi funkcji f  sŃ liczby 1 oraz 3, wiňc osiŃ symetrii paraboli, kt·ra jest wy-

kresem tej funkcji, jest prosta 2x= . Na tej prostej leŨy wierzchoğek paraboli bňdŃcej wykre-
sem funkcji f . Zastan·w siň, jakiego przesuniňcia wykresu funkcji f naleŨy dokonaĺ, aby 

wierzchoğek przesuniňtej paraboli leŨağ na osi Oy.  

MoŨesz sporzŃdziĺ rysunek i na jego podstawie ustaliĺ, Ũe naleŨy wykonaĺ przesuniňcie wy-

kresu funkcji f  o dwie jednostki w lewo (wzdğuŨ osi Ox); to oznacza, Ũe wszystkie punkty, 

kt·re leŨŃ na wykresie funkcji f , zostanŃ w ten spos·b przesuniňte. 

ZnajdŦ wsp·ğrzňdne obrazu punktu ( )0, 3-  i miejsc zerowych po przesuniňciu.  

Zapisz wz·r funkcji g w postaci iloczynowej() ( )( )1 1g x a x x= + -. Nastňpnie wykorzystaj 

fakt, Ũe punkt ( )2, 3- - leŨy na wykresie funkcji g . 

Zadanie 35. 

I spos·b 

KorzystajŃc z tego, Ũe w zadaniu podane sŃ miejsca zerowe funkcji kwadratowej, moŨesz 

napisaĺ jej postaĺ iloczynowŃ. 

BrakujŃcy wsp·ğczynnik a moŨesz obliczyĺ, korzystajŃc z tego, Ũe wykres funkcji f przecho-

dzi przez punkt ( )2,10- , czyli ( )2 10f - = . 

MoŨesz teraz przystŃpiĺ do obliczenia wsp·ğrzňdnych ( ),p q  wierzchoğka paraboli. Pierwsza 

wsp·ğrzňdna wierzchoğka jest ŜredniŃ arytmetycznŃ miejsc zerowych funkcji f.  

DrugŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli moŨesz obliczyĺ, korzystajŃc ze wzoru funkcji f: 

()q f p= . Po wyznaczeniu wsp·ğrzňdnych wierzchoğka zastosuj wz·r na odlegğoŜĺ miňdzy 

dwoma punktami, aby wyznaczyĺ odlegğoŜĺ wierzchoğka od poczŃtku ukğadu wsp·ğrzňdnych. 

II spos·b 

KorzystajŃc z tego, Ũe w zadaniu podane sŃ miejsca zerowe funkcji kwadratowej, moŨesz 

obliczyĺ pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli, kt·ra jest wykresem funkcji f. Jest ona 

ŜredniŃ arytmetycznŃ miejsc zerowych funkcji. Teraz moŨesz zapisaĺ wz·r funkcji f w postaci 

kanonicznej. Do obliczenia pozostağy wsp·ğczynniki a i q. Wykorzystaj fakt, Ũe wykres funk-

cji f przechodzi przez punkt ( )2,10- , zatem ( )2 10f - =  i ()3 0f = . Po wyznaczeniu wsp·ğ-

rzňdnych wierzchoğka zastosuj wz·r na odlegğoŜĺ miňdzy dwoma punktami, aby wyznaczyĺ 

odlegğoŜĺ wierzchoğka od poczŃtku ukğadu wsp·ğrzňdnych. 
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Zadanie 36. 

W rozwiŃzaniu skorzystaj ze wzor·w na wsp·ğrzňdne wierzchoğka paraboli o r·wnaniu 

() 2f x ax bx c= + +. ZauwaŨ, Ũe jeŨeli punkt leŨy na prostej o r·wnaniu 5y=-, to jego druga 

wsp·ğrzňdna jest r·wna 5-. Zatem druga wsp·ğrzňdna wierzchoğka paraboli 5q=-. 

MoŨesz wykorzystaĺ wz·r na drugŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli do obliczenia wsp·ğ-

czynnika a  funkcji f . Po obliczeniu wsp·ğczynnika a  ponownie wykorzystaj wz·r na 

pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli i oblicz jŃ. 

Innym sposobem obliczenia wsp·ğczynnika a  funkcji f  jest wykorzystanie wzoru na pierw-

szŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli oraz zaleŨnoŜci ()f p q= . Po obliczeniu wsp·ğczynni-

ka a  ponownie wykorzystaj wz·r na pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli i oblicz jŃ. 

Zadanie 37. 

Aby obliczyĺ c, przyjrzyj siň najpierw funkcji f . Z postaci funkcji kwadratowej wynika, Ũe 

jej wykresem jest parabola o ramionach skierowanych w d·ğ. Taka funkcja najwiňkszŃ wartoŜĺ 

przyjmuje w wierzchoğku. PoniewaŨ zbiorem wartoŜci funkcji jest przedziağ ( 7,¤- , to liczba 

7 jest drugŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli. Oblicz pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ p  wierzchoğka 

paraboli bňdŃcej wykresem funkcji f : 3

3

2

2
-=

-

=p . Wierzchoğek paraboli ma wsp·ğrzňdne: 

3-=p , 7=q , zatem 7)3( =-f . StŃd otrzymujesz r·wnanie 769
3

1
=++Ö- c , kt·rego roz-

wiŃzaniem jest 4=c . 

Zadanie 38. 

Funkcja kwadratowa podana jest w zadaniu w postaci kanonicznej. Odczytaj wsp·ğrzňdne 

wierzchoğka paraboli, kt·ra jest wykresem tej funkcji. Por·wnaj najwiňkszŃ wartoŜĺ funkcji f 

z drugŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka paraboli. Jakie wnioski moŨesz teraz wyciŃgnŃĺ? Wiesz juŨ, 

jak skierowane sŃ ramiona paraboli.  

Pierwsza wsp·ğrzňdna wierzchoğka paraboli nie naleŨy do przedziağu 2;4-- . Teraz spr·buj 

okreŜliĺ, czy funkcja jest w tym przedziale rosnŃca, czy malejŃca. ZauwaŨ, Ũe najwiňkszŃ 

wartoŜĺ funkcja przyjmuje dla 4-=x , a najmniejszŃ dla 2-=x . 

Zadanie 39. 

JeŜli miejscami zerowymi funkcji f  sŃ liczby 2-  i 4, to jaka jest pierwsza wsp·ğrzňdna 

wierzchoğka paraboli, kt·ra jest wykresem funkcji f ? Jakie wsp·ğrzňdne ma wobec tego 

wierzchoğek paraboli? W kt·rŃ stronň sŃ skierowane ramiona paraboli? Naszkicuj tň parabolň 

oraz prostŃ 2=y . Jakie jest wzajemne poğoŨenie tej prostej i wierzchoğka paraboli? 
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Zadanie 40. 

MajŃc dane wsp·ğrzňdne wierzchoğka paraboli, moŨesz zapisaĺ wz·r funkcji f w postaci ka-

nonicznej () ( )
2

1 4f x a x= - +. Do wyznaczenia wzoru funkcji sŃ jednak potrzebne wsp·ğ-

rzňdne jeszcze jednego punktu, kt·ry leŨy na paraboli.  

Jak wyznaczyĺ wsp·ğrzňdne punktu A lub B? 

Odcinek AB jest podstawŃ tr·jkŃta ABC, kt·rego pole jest r·wne 8. Odczytaj z rysunku, jaka 

jest wysokoŜĺ tego tr·jkŃta i oblicz dğugoŜĺ odcinka AB. 

Prosta 1x=, na kt·rej leŨy wierzchoğek paraboli, jest osiŃ symetrii tr·jkŃta ABC (czy wiesz, 

dlaczego?), wiňc punkty A i B leŨŃ w odlegğoŜci 2 od tej prostej. StŃd ( )1,0A= - , ( )3,0B= . 

Wykorzystaj wsp·ğrzňdne punktu A lub B do wyznaczenia wsp·ğczynnika a we wzorze funk-

cji f. 

Zadanie 41. 

Pierwszy i drugi odcinek ğamanej, czyli odcinki 1 2A A i 2 3A A , majŃ dğugoŜĺ 1, trzeci i czwarty 

majŃ dğugoŜĺ 2, piŃty i sz·sty majŃ dğugoŜĺ 3 itd. PoczŃtkowe skğadniki sumy dğugoŜci odcin-

k·w ğamanej sŃ wiňc r·wne ( )( )( )1 1 2 2 3 3 ...+ + + + + +. Czy wiesz, ile sŃ r·wne dğugoŜci 

dw·ch ostatnich odcink·w ğamanej skğadajŃcej siň z 2n odcink·w, czyli dwa ostatnie skğad-

niki sumy? 

Aby zapisaĺ wyznaczonŃ sumň, a wiňc wz·r funkcji f, wykorzystaj wz·r na sumň n poczŃt-

kowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego. Na koniec oblicz wartoŜĺ funkcji dla argumentu 

33n= . 

Zadanie 42. 

Aby obliczyĺ wartoŜci pozostağych funkcji trygonometrycznych kŃta a w tr·jkŃcie prosto-

kŃtnym, moŨesz skorzystaĺ z jedynki trygonometrycznej 

2 6 3
cos 1 sin 1

9 3
a a= - = - = 

oraz 

sin
tg 2

cos

a
a

a
= = . 

Miarň kŃta b w tr·jkŃcie prostokŃtnym moŨesz wyraziĺ w zaleŨnoŜci od kŃta a; w tym celu 

naleŨy zapisaĺ r·wnoŜĺ 90b a= ¯-. 

Teraz do obliczenia wartoŜci funkcji cosb skorzystaj ze wzoru ( )cos cos 90 sinb a a= ¯- = . 

Uwaga: Pamiňtaj, Ũe nie jest to jedyny spos·b rozwiŃzania tego zadania. 

Zadanie 43. 

Wyznacz za pomocŃ jedynki trygonometrycznej cos72  w zaleŨnoŜci od a i otrzymany wy-

nik wykorzystaj do obliczenia liczby 21 tg 72+ . 
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Zadanie 44. 

ZauwaŨ, Ũe w zadaniu podana jest wartoŜĺ funkcji 3tg =a , natomiast twoim zadaniem jest 

obliczenie wartoŜci wyraŨenia 
aa

aa

sin5cos3

cos3sin2

-

-
, w kt·rym nie wystňpuje atg . Wykorzystaj 

zaleŨnoŜĺ 
a

a
a

cos

sin
tg = , czyli 3

cos

sin
=

a

a
 i wyznacz z niej jednŃ z wielkoŜci: asin  lub acos . 

Nastňpnie wyraŨenie 
aa

aa

sin5cos3

cos3sin2

-

-
, kt·rego wartoŜĺ masz obliczyĺ, zapisz przy pomocy 

tylko jednej z wielkoŜci acos  lub asin . W otrzymanym wyraŨeniu zredukuj wyrazy podob-
ne i zapisz liczbň, jakŃ otrzymağeŜ. 

Zadanie 45. 

UzaleŨnij tga od sina i cosa. KorzystajŃc z zaleŨnoŜci miňdzy funkcjami trygonome-

trycznymi kŃt·w ostrych tr·jkŃta prostokŃtnego, wyznacz tg sina bÖ  w zaleŨnoŜci od sina. 

MajŃc dane 
2

cos
5

a= , moŨesz skorzystaĺ z jedynki trygonometrycznej do wyznaczenia sina

, a wiňc r·wnieŨ tg sina bÖ . W rozwiŃzaniu uwzglňdnij to, Ũe 0 90a< < . 

Zadanie 46. 

Czy znasz jakŃŜ zaleŨnoŜĺ wiŃŨŃcŃ ze sobŃ sinus i cosinus tego samego kŃta? JeŨeli tak, to 

moŨesz wyznaczyĺ, jakŃ wartoŜĺ ma a. Trzeba pamiňtaĺ, Ũe kŃt a jest kŃtem ostrym. Jak 

wpğywa to na wartoŜci funkcji sinus i cosinus kŃta a? 

Masz przed sobŃ zadanie wyliczenia funkcji tangens kŃta a. Jaki jest zwiŃzek funkcji sinus 
i cosinus kŃta a z funkcjŃ tangens tego kŃta? 

JeŨeli znasz wartoŜĺ a i wartoŜci sinusa i cosinusa kŃta a, to obliczysz juŨ tangens kŃta a. 

Zadanie 47. 

PoniewaŨ podany jest acos , to, korzystajŃc z jedynki trygonometrycznej, moŨesz wyznaczyĺ 

asin  (uwzglňdnij przy tym zağoŨenie, Ũe a jest kŃtem ostrym). MajŃc wartoŜci obu funkcji, 

obliczysz wartoŜĺ tga. Po wyznaczeniu liczb a i c oblicz ŜredniŃ arytmetycznŃ wszystkich 

trzech liczb. 

Zadanie 48. 

Zastosuj jedynkň trygonometrycznŃ przy obliczaniu wartoŜci funkcji tga. Co wynika 

z r·wnoŜci tg tga b= ? 

Zadanie 49. 

Zadanie wymaga znalezienia wszystkich wartoŜci x, dla kt·rych 2)( =xf . Uğ·Ũ odpowiednie 

r·wnanie i sprowadŦ je do r·wnania kwadratowego. Upewnij siň, Ũe otrzymane rozwiŃzania 

naleŨŃ do dziedziny funkcji wymiernej (sprawdŦ, czy otrzymane rozwiŃzania nie zerujŃ mia-

nownika).  
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Zadanie 50. 

ZauwaŨ, Ũe wykres funkcji f ograniczonej do przedziağu 4,0  musi zawieraĺ wierzchoğek 

paraboli; w przeciwnym razie funkcja przyjmowağaby w tym przedziale najmniejszŃ wartoŜĺ 

na jednym z koŒc·w przedziağu (byğaby rosnŃca lub malejŃca). Z warunk·w zadania wynika, 

Ũe wierzchoğkiem jest punkt ( ))2(,2 f , a ramiona wykresu sŃ skierowane w g·rň. Co ten 

ostatni warunek m·wi o wsp·ğczynniku a? Jak moŨna pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ wierzchoğka 

wyraziĺ za pomocŃ wsp·ğczynnik·w funkcji kwadratowej? Co z tego wynika dla b? 

Zadanie 51.  

Zastan·w siň: kiedy funkcja kwadratowa przyjmuje tň samŃ wartoŜĺ dla dw·ch r·Ũnych ar-

gument·w? Przypomnij sobie, Ũe wykres funkcji kwadratowej ma oŜ symetrii ð co to zna-

czy? Czy argumenty ï2 i 5 teŨ sŃ symetrycznie rozğoŨone po obu stronach osi symetrii wykre-

su danej funkcji? ZauwaŨ, Ũe z warunku zadania (wartoŜci)3(),0( ff  sŃ r·wne i wiňksze od 

wartoŜci przyjmowanych przez f wewnŃtrz przedziağu 3,0 ) wynika, Ũe ramiona wykresu 

funkcji f sŃ skierowane w g·rň. 

2.3. CiŃgi 

Zadanie 54. 

Jaka jest zaleŨnoŜĺ miňdzy kolejnymi wyrazami ciŃgu arytmetycznego?  

Z wğasnoŜci ciŃgu arytmetycznego wynika, Ũe tr·jwyrazowy ciŃg jest arytmetyczny, gdy 

Ŝrodkowa liczba jest ŜredniŃ arytmetycznŃ wyraz·w sŃsiednich. Spr·buj na tej podstawie za-

pisaĺ za pomocŃ jednego r·wnania zaleŨnoŜĺ miňdzy wyrazami naszego ciŃgu.  

MoŨesz teŨ to zadanie rozwiŃzaĺ, sprawdzajŃc, dla kt·rej z podanych wartoŜci x podany ciŃg 

jest arytmetyczny.  

Zadanie 55. 

Przedstaw sumň 1 2 3a a a+ +  za pomocŃ wyrazu 1 8a =  i r·Ũnicy ciŃgu r. Otrzymasz r·wnanie 

z niewiadomŃ r, kt·rego rozwiŃzaniem jest 3r=. Teraz analogicznie zapisz sumň 

4 5 6a a a+ +  i oblicz jej wartoŜĺ, korzystajŃc z wczeŜniejszych obliczeŒ. Otrzymasz 

4 5 6 13 12 60a a a a r+ + = + =. 

Zadanie 56. 

Aby obliczyĺ ·smy wyraz ciŃgu ( )na , moŨesz od sumy oŜmiu poczŃtkowych wyraz·w odjŃĺ 

sumň siedmiu poczŃtkowych wyraz·w tego ciŃgu. Ile jest r·wny piŃty wyraz ciŃgu ( )nb ? Gdy 

go obliczysz, zapisz wz·r og·lny ciŃgu ( )nb . MoŨesz teraz obliczyĺ 
1c  i 17c . Teraz wystarczy 

juŨ tylko zastosowaĺ wz·r na sumň 17 poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego. 

Zadanie 57. 

WykorzystujŃc wz·r na n-ty wyraz ciŃgu arytmetycznego, moŨesz ŜredniŃ arytmetycznŃ wy-

raz·w 3a  i 
21a  uzaleŨniĺ od wyrazu pierwszego i r·Ũnicy ciŃgu. StosujŃc dodatkowo wz·r na 
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sumň n poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu arytmetycznego (w naszym przypadku 23n= ), moŨesz 

tň sumň r·wnieŨ uzaleŨniĺ tylko od wyrazu pierwszego i r·Ũnicy ciŃgu. Wystarczy teraz, Ũe 

por·wnasz oba wyraŨenia, aby wyznaczyĺ ŜredniŃ arytmetycznŃ wyraz·w 3a  i 
21a . 

Zadanie 58. 

Pamiňtasz, Ũe w ciŃgu arytmetycznym ( )na , o r·Ũnicy r, dla kaŨdego 1n²  prawdziwe sŃ 

r·wnoŜci: 1n na a r+- =, ( )1 1na a n r= + - . 

Aby wykazaĺ, Ũe ciŃg ( )nb  jest ciŃgiem arytmetycznym, moŨesz  

1) obliczyĺ 1b, a nastňpnie wykazaĺ, Ũe istnieje liczba 1r  taka, Ũe dla kaŨdego 1n²  praw-

dziwa jest r·wnoŜĺ ( )1 11nb b n r= + -  

lub 

2) wykazaĺ, Ũe istnieje liczba 1r  taka, Ũe dla kaŨdego 1n²  prawdziwa jest r·wnoŜĺ 

1 1n nb b r+- =. 

Zadanie 59. 

KorzystajŃc ze wzor·w na sumň n poczŃtkowych wyraz·w i na n-ty wyraz ciŃgu arytmetycz-

nego, zapisz podanŃ w zadaniu sumň wyraz·w w zaleŨnoŜci od wyrazu pierwszego i r·Ũnicy 

tego ciŃgu. Nastňpnie to samo zr·b dla wyrazu Ŝrodkowego. MoŨesz teŨ kaŨdy wyraz ciŃgu 

uzaleŨniĺ od wyrazu Ŝrodkowego i r·Ũnicy ciŃgu i wtedy obliczyĺ sumň. Por·wnujŃc uzyska-

ne wyraŨenia, sprawdŦ, czy suma jest wielokrotnoŜciŃ wyrazu Ŝrodkowego (czy jest on dziel-

nikiem sumy). 

Zadanie 60.  

Zastan·w siň, jak Ăodlegğeò sŃ wyrazy pierwszy i si·dmy od wyrazu czwartego? Zastosuj 

wz·r 2
1 1 2 1.n na a a+ += Ö  

Zadanie 61. 

KorzystajŃc ze wzoru na n-ty wyraz ciŃgu geometrycznego, zapisz wzory na ka  i 2+ka . 

Otrzymasz w ten spos·b dwa r·wnania zaleŨne tylko od k i ilorazu ciŃgu q. WykorzystujŃc 

odpowiednie przeksztağcenia (m.in. dziağania na potňgach), otrzymasz z nich r·wnanie z nie-

wiadomŃ q. Po jej wyznaczeniu (ile bňdzie takich rozwiŃzaŒ?) moŨesz ponownie zastosowaĺ 

wz·r na n-ty wyraz ciŃgu geometrycznego i obliczyĺ 10a . 

Zadanie 62. 

RozwiŃzanie zadania rozpocznij od odpowiedzi na nastňpujŃce pytanie: JeŜli kaŨdego dnia 

wydatki byğy niŨsze o 20% w stosunku do wydatk·w z dnia poprzedniego, to jakŃ czňŜĺ wy-

datk·w z dnia poprzedniego stanowiŃ wydatki z dnia nastňpnego? WyraŦ tň wielkoŜĺ w po-

staci uğamka. ZauwaŨ, Ũe kwoty wydawane przez Kacpra w kolejnych dniach stanowiŃ pe-

wien ciŃg. Jaki to ciŃg? JakŃ szczeg·lnŃ wielkoŜciŃ dla danego ciŃgu jest zapisany uprzednio 

uğamek? Podpowiem, Ũe jest to ciŃg geometryczny o ilorazie 8,0=q . PiŃtego dnia Kacper 

wydağ 20,48 zğ. Kt·ry to wyraz ciŃgu? Skorzystaj ze wzoru og·lnego na n-ty wyraz ciŃgu 
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geometrycznego i oblicz 
1a. Kwota, jakŃ Kacper wydağ w ciŃgu piňciu dni, bňdzie sumŃ piň-

ciu poczŃtkowych wyraz·w ciŃgu geometrycznego. 

Zadanie 63. 

Wyrazy ciŃgu ( )na  sŃ r·Ũne od 0 i nie powtarzajŃ siň. Czy iloraz q  moŨe byĺ r·wny 0 lub 1? 

Uğ·Ũ r·wnanie wynikajŃce z treŜci zdania. ZauwaŨ, Ũe 
4a  i 5a  moŨesz zapisaĺ np. za pomocŃ 

3a  i q. RozwiŃŨ r·wnanie i zastan·w siň, czy wszystkie otrzymane wartoŜci q  speğniajŃ 

warunki zadania. 

Zadanie 64. 

W ciŃgu geometrycznym ( )na , o wszystkich wyrazach r·Ũnych od zera i ilorazie q, dla kaŨ-

dego 1n²  prawdziwe sŃ r·wnoŜci: 1n

n

a
q

a

+ = , 1
1

n
na a q -= Ö . 

Aby wykazaĺ, Ũe ciŃg ( )nb  jest ciŃgiem geometrycznym, moŨesz  

1) obliczyĺ 1b, a nastňpnie wykazaĺ, Ũe istnieje liczba 1q  taka, Ũe dla kaŨdego 1n²  praw-

dziwa jest r·wnoŜĺ 1
1 1

n
nb b q -= Ö  

lub 

2) wykazaĺ, Ũe istnieje liczba 1q  taka, Ũe dla kaŨdego 1n²  prawdziwa jest r·wnoŜĺ 

1
1

n

n

b
q

b

+ = . 

Zadanie 65. 

W ciŃgu geometrycznym ( )na , o wszystkich wyrazach r·Ũnych od zera i ilorazie q, dla kaŨ-

dego 1n²  prawdziwa jest r·wnoŜĺ 1n

n

a
q

a

+ = . 

Musisz wiňc wykazaĺ, Ũe dla ciŃgu ( )na  opisanego w zadaniu iloraz 
( )( )
( )

1
3 1

3

n

n

f na

a f n

+
+

=  jest 

wielkoŜciŃ stağŃ i r·ŨnŃ od zera. 

Zadanie 66. 

KorzystajŃc ze wzoru na n-ty wyraz ciŃgu geometrycznego, zapisz iloczyn podanych wyra-

z·w w zaleŨnoŜci od wyrazu pierwszego i ilorazu tego ciŃgu. To samo zr·b dla wyrazu trze-

ciego. Por·wnaj oba wyraŨenia i sprawdŦ, czy ten iloczyn da siň uzaleŨniĺ tylko od wyrazu 

trzeciego. MoŨesz teŨ kaŨdy wyraz ciŃgu uzaleŨniĺ od wyrazu trzeciego oraz ilorazu ciŃgu 

i wtedy obliczyĺ ich iloczyn. 
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2.4. Geometria 

Zadanie 70. 

 

KŃt ACB jest kŃtem wpisanym opartym na p·ğokrňgu, wiňc 90ACB= .̄  

Wynika z tego, Ũe tr·jkŃt ABC jest prostokŃtny o przeciwprostokŃtnej 2AB r=  

i przyprostokŃtnej 3AC r= .  

Oblicz miary kŃt·w tego tr·jkŃta. Skorzystaj z funkcji cosinus w tym tr·jkŃcie 

3 3
cos

2 2

AC r
BAC

AB r
= = = , stŃd otrzymasz 30BAC= .̄  

KŃt BOC jest kŃtem Ŝrodkowym, opartym na tym samym ğuku co kŃt wpisany BAC. 

Czy wiesz, jaka jest zaleŨnoŜĺ miňdzy kŃtem wpisanym i kŃtem Ŝrodkowym, jeŜli oba sŃ 

oparte na tym samym ğuku?  

Z zaleŨnoŜci miňdzy kŃtem Ŝrodkowym i kŃtem wpisanym otrzymasz 60BOC= .̄ 

Uwaga: Do obliczenia miary kŃta BAC moŨesz teŨ wykorzystaĺ wğasnoŜci poğowy tr·jkŃta 

r·wnobocznego. 

Zadanie 71. 

MoŨesz np. wykorzystaĺ to, Ũe kŃty BEC i BDC sŃ oparte na tym samym ğuku, co oznacza, 

Ũe sŃ r·wne. PoniewaŨ kŃt BCD jest oparty na p·ğokrňgu, to jest kŃtem prostym. Mamy za-

tem tr·jkŃt o dw·ch znanych kŃtach i kŃcie, kt·rego miarň trzeba obliczyĺ. 

Zadanie 72. 

MoŨesz np. wykorzystaĺ to, Ũe kŃt Ŝrodkowy BOCjest oparty na tym samym ğuku co kŃt 

wpisany BAC, wiňc jest od niego dwa razy wiňkszy. UwzglňdniajŃc to, Ũe tr·jkŃt BOC jest 

r·wnoramienny, moŨesz teraz znaleŦĺ zaleŨnoŜĺ dla kŃt·w a i b. 

A 

B 

C 

O 



2. Komentarze do zadaŒ          55 

Zadanie 73. 

Aby wykazaĺ, Ũe prosta BE zawiera wysokoŜĺ tr·jkŃta ABC opuszczonŃ na bok AC , wy-

starczy udowodniĺ, Ũe prosta BE jest prostopadğa do boku AC. ZauwaŨ, Ũe kŃt BED  jest 

kŃtem wpisanym opartym na p·ğokrňgu oraz wykorzystaj r·wnolegğoŜĺ odcink·w DE  i AC . 

Zadanie 74. 

Przedstaw na rysunku sytuacjň opisanŃ w zadaniu, np. tak jak poniŨej.  

 

Odcinek MN jest ŜrednicŃ poszukiwanego okrňgu o Ŝrodku w punkcie C. 

Do obliczenia dğugoŜci odcinka MN wykorzystaj zaleŨnoŜci miňdzy dğugoŜciami promieni 

okrňg·w i odlegğoŜciŃ ich Ŝrodk·w, gdy okrňgi sŃ styczne wewnňtrznie:  

MN MA AB BN= + + . 

PromieŒ okrňgu o Ŝrodku C jest r·wny 
1 19

9,5
2 2

MNÖ = =. 

Zadanie 75. 

Spr·buj uzupeğniĺ rysunek o elementy, kt·re mogŃ pom·c rozwiŃzaĺ zadanie. 

Na pewno przydaĺ siň mogŃ Ŝrodki tych okrňg·w, odcinek ğŃczŃcy Ŝrodki okrňg·w oraz od-

cinki ğŃczŃce Ŝrodki okrňg·w z odpowiednimi punktami stycznoŜci. 

Czy punkty stycznoŜci i Ŝrodki okrňg·w tworzŃ jakŃŜ szczeg·lnŃ figurň? Czy moŨesz zapisaĺ 

dğugoŜci jej bok·w tylko za pomocŃ promieni okrňg·w? 

Czy dostrzegasz jakiŜ tr·jkŃt prostokŃtny o bokach uzaleŨnionych tylko od dğugoŜci tych 

promieni? 

JeŨeli znajdziesz taki tr·jkŃt, to korzystajŃc z twierdzenia Pitagorasa, zapiszesz zwiŃzek pro-

wadzŃcy do tezy. 
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Zadanie 76. 

ZauwaŨ, Ũe pole czworokŃta SKTL jest sumŃ p·l dw·ch przystajŃcych tr·jkŃt·w prostokŃt-

nych SKT oraz SLT. Pomocny bňdzie tu rysunek przedstawiajŃcy dwa okrňgi styczne we-

wnňtrznie, z zaznaczonymi w nich odpowiednimi punktami i odcinkami (promieŒ, Ŝrodek 

okrňgu, punkty stycznoŜci). Aby obliczyĺ pole tr·jkŃta prostokŃtnego (SKT lub STL), wy-

znacz dğugoŜci jego przyprostokŃtnych.  

ZauwaŨ, Ũe jednŃ z przyprostokŃtnych jest promieŒ okrňgu 
2O . Druga przyprostokŃtna 

to odcinek SK; skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa, aby obliczyĺ jego dğugoŜĺ.  

ZnajŃc dğugoŜci przyprostokŃtnych tr·jkŃta, moŨesz obliczyĺ jego pole oraz pole czworokŃta 

SKTL. 

MoŨesz r·wnieŨ zauwaŨyĺ, Ũe odpowiednio obracajŃc jeden z tr·jkŃt·w prostokŃtnych (SKT 

lub STL), otrzymasz tr·jkŃt r·wnoramienny. Jego pole jest r·wne polu rozwaŨanego czworo-

kŃta. 

Zadanie 77. 

Czy odcinki powstağego szeŜciokŃta majŃ jakieŜ szczeg·lne wzajemne poğoŨenie? Czy mağe 

tr·jkŃty, kt·re powstağy po odciňciu od tr·jkŃta ABC danego szeŜciokŃta, sŃ podobne do tr·j-

kŃta ABC? Czy na tej podstawie moŨesz obliczyĺ pola tych mağych tr·jkŃt·w uzaleŨnione 

tylko od pola tr·jkŃta ABC oraz wielkoŜci x i y? Czy wiesz, jaka jest skala podobieŒstwa ma-

ğych tr·jkŃt·w do tr·jkŃta ABC? 

JeŨeli znasz tň skalň podobieŒstwa, obliczysz pola mağych tr·jkŃt·w i to juŨ wystarczy do 

obliczenia pola szeŜciokŃta. 

Uwaga: MoŨesz teŨ napisaĺ wzory (z kŃtem) na pole tr·jkŃta ABC i pola mağych tr·jkŃt·w 

i stŃd uzyskaĺ zaleŨnoŜĺ miňdzy tymi polami, nie powoğujŃc siň na podobieŒstwo. 

Zadanie 78. 

Z warunk·w zdania wiesz, Ũe CAB CED= . ZauwaŨ takŨe, Ũe ACB ECD= , jako 

kŃty wierzchoğkowe. Zatem tr·jkŃty ABC i CDE sŃ podobne na mocy cechy podobieŒstwa 

tr·jkŃt·w k-k-k. JakŃ wğasnoŜĺ majŃ odpowiednie boki w tr·jkŃtach podobnych? 

Zapisz proporcjň wynikajŃcŃ z podobieŒstwa tr·jkŃt·w ABC i CDE, w kt·rej uwzglňdnisz 

dane dğugoŜci bok·w AC, BC, CE oraz szukanŃ dğugoŜĺ boku CD. Z proporcji tej wyznacz 

dğugoŜĺ boku CD. 

Zamiast tego moŨesz np. wykorzystaĺ fakt, Ũe kŃty BAC i BDC sŃ kŃtami wpisanymi opar-

tymi na tym samym ğuku, wiňc sŃ r·wnej miary. ZauwaŨ teŨ, Ũe kŃt BCD jest oparty na p·ğo-

krňgu, wiňc jest kŃtem prostym. Teraz znajdŦ zaleŨnoŜĺ dla kŃt·w a i bw tr·jkŃcie prosto-

kŃtnym BCD. 

Zadanie 79. 

Oznacz dğugoŜĺ kt·regoŜ z odcink·w: AD, AE lub BE i za pomocŃ tej wielkoŜci wyznacz dğu-

goŜĺ przeciwprostokŃtnej AB, wykorzystujŃc fakt, Ũe punkt E jest jej Ŝrodkiem oraz Ũe dğu-

goŜĺ odcinka DE jest r·wna 1.  

Z podobieŒstwa tr·jkŃt·w, np. ADC i ACB, zapisz proporcjň, w kt·rej jednŃ nieznanŃ wielko-

ŜciŃ bňdzie wprowadzona przez ciebie dğugoŜĺ. Oblicz tň dğugoŜĺ, a nastňpnie dğugoŜĺ boku AB. 
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Pozostaje teraz obliczyĺ dğugoŜĺ trzeciego boku tr·jkŃta, co moŨna zrobiĺ np. z twierdzenia 

Pitagorasa. 

Zadanie 80. 

I spos·b 

JeŨeli oznaczysz dğugoŜci odcink·w AE i EF np. przez a i b, to moŨesz uzaleŨniĺ dğugoŜci 

odcink·w FB i EB od a i b. KorzystajŃc z tego, w jakim stosunku punkt E podzieliğ podstawň, 

moŨesz wyznaczyĺ zaleŨnoŜĺ miňdzy a i b. PoniewaŨ tr·jkŃty DEB i GFB sŃ podobne, to 

moŨesz zapisaĺ odpowiedniŃ proporcjň odcink·w tak, by wykorzystaĺ odcinki EB, FB 

i odcinki, na kt·re punkt przeciňcia wysokoŜci CF z przekŃtnŃ DB podzieliğ tň przekŃtnŃ. Po-

niewaŨ dğugoŜci odcink·w EB i FB zaleŨne sŃ od a i b, to moŨesz policzyĺ ich stosunek, tym 

samym uzyskujŃc ten, kt·rego prawdziwoŜĺ trzeba wykazaĺ. 

II spos·b 

JeŨeli oznaczysz dğugoŜci odcink·w AE i EF np. przez a i b, to moŨesz uzaleŨniĺ dğugoŜci 

odcink·w FB i EB od a i b. KorzystajŃc z tego, w jakim stosunku punkt E podzieliğ podstawň, 

moŨesz wyznaczyĺ zaleŨnoŜĺ miňdzy a i b. PoniewaŨ odcinki DE i CF sŃ r·wnolegğe (oba sŃ 

wysokoŜciami trapezu), to do kŃta EBD moŨesz zastosowaĺ twierdzenie Talesa i zapisaĺ od-

powiedniŃ proporcjň odcink·w tak, by wykorzystaĺ EF, FB i odcinki, na kt·re punkt przeciň-

cia wysokoŜci CF z przekŃtnŃ DB podzieliğ tň przekŃtnŃ. PoniewaŨ dğugoŜci odcink·w EF 

i FB zaleŨne sŃ od a i b, to moŨesz policzyĺ ich stosunek, tym samym uzyskujŃc ten, kt·rego 

prawdziwoŜĺ trzeba wykazaĺ. 

Zadanie 81. 

Przedstaw pole tr·jkŃta ABC w postaci sumy p·l dw·ch tr·jkŃt·w. Do zapisania kaŨdego 

z tych p·l uŨyj wzoru z wykorzystaniem dğugoŜci bok·w i kŃta miňdzy nimi. W ten spos·b 

otrzymasz r·wnanie, w kt·rym jedynŃ niewiadomŃ bňdzie dğugoŜĺ odcinka CD. 

Zadanie 82. 

Przyjmij oznaczenie: XCB a= . Oblicz pole tr·jkŃta XBC za pomocŃ wzoru, w kt·rym 

wystňpuje sinus kŃta a. Zastan·w siň, jak moŨna w inny spos·b obliczyĺ pole tego tr·jkŃta. 

Z por·wnania p·l wyznaczysz sinus kŃta a.W tym celu najpierw oblicz dğugoŜci odcink·w 

CE oraz CB. 

RozwiŃzanie zadania moŨesz teŨ rozpoczŃĺ od obliczenia dğugoŜci odcink·w CE oraz CB. 

Nastňpnie wyznacz pole tr·jkŃta XBC na dwa sposoby, wykorzystujŃc dwie r·Ũne 

wysokoŜci. 

Z por·wnania p·l oblicz tň wysokoŜĺ, kt·rŃ wykorzystasz do wyznaczenia sinusa kŃta a.  

Zadanie 83. 

ZauwaŨ, Ũe punkt A nie leŨy na prostej 2 2y x= -.  

SŃsiedni wierzchoğek (nazwijmy go B) jest punktem przeciňcia danej prostej 2 2y x= - 

z prostŃ do niej prostopadğŃ, kt·ra przechodzi przez punkt A. Wyznacz r·wnanie tej prostej. 

Wsp·ğrzňdne punktu przeciňcia dw·ch prostych obliczysz, rozwiŃzujŃc ukğad r·wnaŒ linio-

wych.  
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Zastan·w siň, czy moŨna wyznaczyĺ wsp·ğrzňdne Ŝrodka okrňgu opisanego na kwadracie, 

gdy znamy wsp·ğrzňdne jego dw·ch dowolnych wierzchoğk·w.  

JeŜli sŃ to wierzchoğki kwadratu leŨŃce naprzeciwko siebie, np. A i C, to jest to proste, bo Ŝro-

dek okrňgu S jest Ŝrodkiem odcinka AC. Punkt C leŨy na prostej 2 2y x= -, wiňc jego wsp·ğ-

rzňdne moŨesz zapisaĺ w nastňpujŃcy spos·b: ( ),2 2C x x= - . 

Wykorzystaj r·wnoŜĺ bok·w kwadratu AB BC=  do zapisania r·wnania, z kt·rego obli-

czysz wsp·ğrzňdne punktu C. IstniejŃ dwa punkty speğniajŃce zapisany wczeŜniej warunek: 

( )1 2, 2C =  i ( )2 4, 6C = . ZnajdŦ teraz Ŝrodek odcinka 1AC  i Ŝrodek odcinka 2AC ; bňdŃ to 

poszukiwane Ŝrodki okrňg·w. 

Zadanie 84. 

Pierwszym krokiem rozwiŃzania powinno byĺ zbadanie, czy dane proste sŃ prostopadğe. 

ZauwaŨ, Ũe nie sŃ prostopadğe, zatem druga przyprostokŃtna tr·jkŃta moŨe byĺ zawarta 

w prostej prostopadğej do prostej 2 3y x= - lub do prostej 
1 5

4 4
y x= - . 

Zadanie 85. 

Przypomnij sobie, jakie wğasnoŜci posiadajŃ wsp·ğczynniki kierunkowe prostych r·wnole-

gğych, a jakie prostych prostopadğych. Oznacz r·Ũnymi literami wsp·ğczynniki kierunkowe 

prostych i zapisz podanŃ w treŜci zadania r·wnoŜĺ. Nastňpnie przeksztağĺ zapisanŃ r·wnoŜĺ 

do postaci iloczynowej. 

Zadanie 86. 

Oblicz najpierw drugie wsp·ğrzňdne punkt·w A  i B , wykorzystujŃc informacjň, Ũe punkty te 

naleŨŃ do wykresu funkcji 3
8

)( +-=
x

xf . PoniewaŨ 2-=Ax  i 2=Bx , zatem ( )2-=fyA
 

i ()2fyB = . W wyniku kr·tkich obliczeŒ otrzymasz wsp·ğrzňdne punkt·w A  i B . W drugiej 

czňŜci rozwiŃzania naleŨy obliczyĺ wsp·ğrzňdne punktu C, wykorzystujŃc fakt, Ũe punkt B  

jest Ŝrodkiem odcinka AC  (moŨesz sporzŃdziĺ rysunek pomocniczy). WprowadzajŃc ozna-

czenia ( )yxC ,=  i wykorzystujŃc wz·r na Ŝrodek odcinka, otrzymasz dwa proste r·wnania, 

z kt·rych obliczysz wsp·ğrzňdne punktu C . 

Zadanie 87. 

ZauwaŨ, Ũe odcinek AB jest ŜrednicŃ okrňgu. Punkt S jest Ŝrodkiem ciňciwy AB. Zastosuj 

wz·r na wsp·ğrzňdne Ŝrodka odcinka. Wykorzystaj fakt, Ũe punkt leŨy na prostej, gdy jego 

wsp·ğrzňdne speğniajŃ r·wnanie tej prostej. 

Zadanie 88. 

W rozwiŃzaniu zadania pomocne bňdzie wyszukanie par punkt·w symetrycznych wzglňdem 

innego punktu. MoŨesz wielokrotnie stosowaĺ wz·r na wsp·ğrzňdne Ŝrodka odcinka. 
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Zadanie 89. 

Pierwszym krokiem bňdzie obliczenie dğugoŜci odcinka MN . Nie ma potrzeby wyznaczania 

wsp·ğrzňdnych wierzchoğk·w kwadratu. Jaka jest zaleŨnoŜĺ miňdzy dğugoŜciŃ odcinka MN  

i przekŃtnŃ AC  kwadratu ABCD? Wykorzystaj podobieŒstwo tr·jkŃt·w ACB i MNB. 

Do obliczenia dğugoŜci boku kwadratu wykorzystaj wz·r na przekŃtnŃ kwadratu lub wz·r na 

pole kwadratu. 

Zadanie 90. 

MoŨesz narysowaĺ tr·jkŃt ABC w ukğadzie wsp·ğrzňdnych i znaleŦĺ jego obraz w symetrii 

Ŝrodkowej wzglňdem Ŝrodka ukğadu. Odczytaj z rysunku liczbň bok·w wielokŃta, kt·ry po-

wstağ z czňŜci wsp·lnej narysowanych tr·jkŃt·w. Zastosuj wz·r na sumň kŃt·w n-kŃta. 

Zadanie 91. 

Przypomnij sobie zaleŨnoŜĺ miňdzy wsp·ğrzňdnymi punkt·w symetrycznych wzglňdem osi 

Ox. Zapisz r·wnanie prostej w postaci kierunkowej i zastan·w siň, jakie r·wnanie ma prosta 

symetryczna do danej prostej w symetrii osiowej wzglňdem osi Ox. Rozpatrz r·Ũne poğoŨenia 

prostych. 

Zadanie 92. 

Rozpocznij zadanie od przypomnienia sobie, jak zmieniajŃ siň wsp·ğrzňdne punktu w symetrii 

Ŝrodkowej wzglňdem poczŃtku ukğadu wsp·ğrzňdnych. JuŨ wiesz, Ũe obrazem punktu 

( )yxP ,=  jest punkt ( )yxP --= ,1
. Ustal zatem wsp·ğrzňdne punkt·w 

1A , 
1B , 

1D . MoŨesz 

sporzŃdziĺ rysunek w ukğadzie wsp·ğrzňdnych. Nastňpnie zwr·ĺ uwagň na wğasnoŜci trapezu 

ð jego podstawy 
11BA , 

11DC  zawierajŃ siň w prostych r·wnolegğych, a osiŃ symetrii tego 

trapezu jest prosta prostopadğa do obu podstaw przechodzŃca przez Ŝrodki tych podstaw. Aby 

wyznaczyĺ jej r·wnanie, oblicz najpierw wsp·ğczynnik kierunkowy prostej 
11BA  i wsp·ğ-

rzňdne Ŝrodka odcinka 
11BA . Na podstawie tych informacji zbuduj r·wnanie osi symetrii. Na-

stňpnie, wykorzystujŃc r·wnolegğoŜĺ prostych zawierajŃcych podstawy i wsp·ğrzňdne punktu 

1D , napisz r·wnanie prostej 
11DC . Musisz jeszcze obliczyĺ wsp·ğrzňdne punktu 

1C . ZauwaŨ, 

Ũe rozwiŃzujŃc ukğad r·wnaŒ zğoŨony z r·wnaŒ prostych 
11DC  oraz osi symetrii, otrzymasz 

wsp·ğrzňdne punktu, kt·ry jest Ŝrodkiem odcinka 
11DC . W ostatnim etapie wykorzystaj wz·r 

na Ŝrodek odcinka i oblicz wsp·ğrzňdne punktu 
1C . 

Zadanie 93. 

PoğŃcz punkt P z punktem C. Nazwij powstağe kŃty i zauwaŨ, jakŃ majŃ wğasnoŜĺ. Zaznacz 

r·wne kŃty. Nastňpnie oblicz miarň kŃta AC BCP CP . 

MoŨesz r·wnieŨ rozwiŃzaĺ zadanie inaczej, tj. wg nastňpujŃcej wskaz·wki. 

Oznacz wsp·ğrzňdne punktu P, np. ( , )P p q= , i zapisz wsp·ğrzňdne jego obrazu w syme-

triach wzglňdem osi ukğadu wsp·ğrzňdnych. Zapisz r·wnanie prostej przechodzŃcej przez dwa 

wybrane spoŜr·d punkt·w BCP , ACP , C . 
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Zadanie 94. 

Czy walec i p·ğkula majŃ takie same promienie? Wyznacz objňtoŜĺ walca i objňtoŜĺ p·ğkuli 

(poğowa objňtoŜci kuli) i dodaj je.  

Zadanie 95. 

ZauwaŨ, Ũe bokami tr·jkŃta ACH sŃ przekŃtna podstawy i przekŃtne Ŝcian bocznych (jest to 

tr·jkŃt r·wnoramienny). Bokami tr·jkŃta BDG r·wnieŨ sŃ przekŃtne Ŝcian bocznych oraz 

przekŃtna podstawy. Zatem oba tr·jkŃty sŃ przystajŃce, a to oznacza, Ũe majŃ takie same kŃty. 

PoniewaŨ kŃt AHC ma A50 , to pozostağe kŃty tego tr·jkŃta majŃ po A65 . KŃt DBG jest kŃtem 

przy podstawie tr·jkŃta r·wnoramiennego DBG, wiňc wobec przystawania obu tr·jkŃt·w teŨ 

ma A65 . 

Zadanie 96. 

ZauwaŨ, Ũe z odcink·w podanych na rysunku tylko SE i SG sŃ zawarte w przeciwlegğych 

Ŝcianach bocznych. Pğaszczyzny zawierajŃce te Ŝciany przecinajŃ siň wzdğuŨ prostej r·wnole-

gğej do podstawy. Oba odcinki sŃ do tej prostej prostopadğe, wiňc kŃt miňdzy nimi (tj. kŃt 

ASC) jest teŨ kŃtem miňdzy Ŝcianami. Zatem prawidğowa jest odpowiedŦ C. 

Zadanie 97. 

Zaznacz na rysunku kŃt miňdzy wysokoŜciŃ tr·jkŃta ABF poprowadzonŃ z wierzchoğka F 

i pğaszczyznŃ podstawy ABC tego graniastosğupa i oznacz go, np. a. ZauwaŨ, Ũe tr·jkŃt CKF, 

w kt·rym wystňpuje kŃt a, jest prostokŃtny.  

PrzyprostokŃtna CF leŨŃca naprzeciwko kŃta a jest wysokoŜciŃ graniastosğupa i jest r·wna 8.  

Oblicz drugŃ przyprostokŃtnŃ tego tr·jkŃta (wykorzystaj funkcje trygonometryczne). Jest ona 

wysokoŜciŃ tr·jkŃta r·wnobocznego ABC.  

Wykorzystaj wğasnoŜci tr·jkŃta r·wnobocznego do obliczenia dğugoŜci krawňdzi podstawy 

graniastosğupa i z twierdzenia Pitagorasa w tr·jkŃcie CKF oblicz wysokoŜĺ tr·jkŃta ABF.  

Zadanie 98. 

KŃt miňdzy przekŃtnŃ Ŝciany bocznej a sŃsiedniŃ ŜcianŃ bocz-

nŃ w graniastosğupie to kŃt miňdzy przekŃtnŃ Ŝciany bocznej, 

np. BD, i jej rzutem prostokŃtnym na pğaszczyznň sŃsiedniej 

Ŝciany bocznej, np. BCFE. środek krawňdzi EF jest rzutem 

prostokŃtnym punktu D, na pğaszczyznň BCFE. Oznacz go, 

np. G. Rzutem przekŃtnej BD na pğaszczyznň BCFE jest odci-

nek BG.  

Tr·jkŃt BDG jest tr·jkŃtem prostokŃtnym z kŃtem prostym 

przy wierzchoğku G, a kŃt DBG jest poszukiwanym kŃtem. 

Oznaczmy go a. 

Aby wyznaczyĺ miarň kŃta a, wystarczy znaĺ dğugoŜci dw·ch bok·w tr·jkŃta BDG. 

Wykorzystaj dane zadania do obliczenia wysokoŜci graniastosğupa.  

MajŃc wysokoŜĺ graniastosğupa, wyliczysz te dğugoŜci bok·w tr·jkŃta prostokŃtnego BDG, 

kt·re wykorzystasz do obliczenia miary kŃta a. Pomocne bňdŃ funkcje trygonometryczne. 
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Zadanie 99. 

WprowadŦ oznaczenia wymiar·w graniastosğupa, np. oznacz dğugoŜĺ krawňdzi podstawy 

przez a, zaŜ dğugoŜĺ krawňdzi bocznej przez h. Zaznacz na rysunku obie przekŃtne i kŃty, 

kt·re te przekŃtne tworzŃ z pğaszczyznŃ podstawy. Zapisz zwiŃzek pomiňdzy dğugoŜciŃ kra-

wňdzi bocznej a dğugoŜciŃ kr·tszej przekŃtnej. Zapisz zwiŃzek miňdzy dğugoŜciŃ krawňdzi 

podstawy a dğugoŜciŃ krawňdzi bocznej. Skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa. 

Zadanie 100. 

Zacznij od narysowania kŃta miňdzy Ŝcianami bocz-

nymi danego ostrosğupa. Jakie jest poğoŨenie jego ra-

mion wzglňdem wsp·lnej krawňdzi tego kŃta? 

Pomocne bňdzie wprowadzenie oznaczeŒ, np.: kŃt 

miňdzy Ŝcianami to kŃt BFC, a jego miara jest r·wna 

a2 . 

PoniewaŨ Ŝciany boczne sŃ przystajŃce, to FCBF = . 

Zatem wysokoŜĺ FE tr·jkŃta BFC dzieli go na dwa 

przystajŃce tr·jkŃty prostokŃtne BFE i CFE.  

Aby obliczyĺ miarň kŃta a, moŨesz wyznaczyĺ sinus 

jego kŃta: 
BF

BE
=asin . Jak wyznaczysz dğugoŜci po-

trzebnych odcink·w? ZauwaŨ, Ũe odcinek BF jest wysokoŜciŃ tr·jkŃta ABD. Aby obliczyĺ 

jego dğugoŜĺ, wyznacz pole tego tr·jkŃta, przyjmujŃc jako jego podstawň krawňdŦ podstawy 

ostrosğupa, a nastňpnie przyr·wnaj do pola, gdzie jako podstawň tr·jkŃta przyjmiesz dğugoŜĺ 

krawňdzi bocznej. 

Zadanie 101. 

SporzŃdŦ rysunek: podstawŃ ostrosğupa prawidğowego czworokŃtnego jest kwadrat, a spodek 

wysokoŜci ostrosğupa jest punktem przeciňcia przekŃtnych kwadratu. Znasz promieŒ okrňgu 

opisanego na tym kwadracie ð jest on poğowŃ dğugoŜci przekŃtnej kwadratu. Oblicz bok 

kwadratu, wykorzystujŃc wz·r na przekŃtna kwadratu lub stosujŃc twierdzenie Pitagorasa. Na 

jednej ze Ŝcian bocznych zaznacz wysokoŜĺ poprowadzonŃ z wierzchoğka ostrosğupa. KŃt 

pomiňdzy tŃ wysokoŜciŃ i wysokoŜciŃ ostrosğupa ma A30 . Z odpowiedniego tr·jkŃta prosto-

kŃtnego oblicz wysokoŜĺ ostrosğupa. Nastňpnie zaznacz na rysunku kŃt pomiňdzy jednŃ 

z krawňdzi bocznych a jej rzutem prostokŃtnym na podstawň, czyli poğowŃ przekŃtnej pod-

stawy. Wykorzystaj odpowiedni tr·jkŃt prostokŃtny, w kt·rym zostağ zaznaczony nowy kŃt. 

Znasz w nim obie przyprostokŃtne. Twoim celem jest obliczenie sinusa zaznaczonego kŃta, 

zatem niezbňdne bňdzie obliczenie dğugoŜci przeciwprostokŃtnej. Wykorzystaj w tym celu 

twierdzenie Pitagorasa. Zastosuj wz·r na sinus kŃta w tr·jkŃcie prostokŃtnym. 

Zadanie 102. 

Pomocne bňdzie narysowanie przekroju osiowego stoŨka i zaznaczenie kŃta miňdzy tworzŃcŃ 

a pğaszczyznŃ podstawy. Nastňpnie, korzystajŃc z warunk·w zadania, wyznacz zaleŨnoŜĺ 

miňdzy promieniem i tworzŃcŃ stoŨka. MajŃc tň zaleŨnoŜĺ, oblicz wysokoŜĺ stoŨka H , ko-

rzystajŃc z twierdzenia Pitagorasa w tr·jkŃcie prostokŃtnym. Sinus szukanego kŃta obliczysz 

jako zaleŨnoŜĺ miňdzy wysokoŜciŃ i tworzŃcŃ stoŨka. 
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Zadanie 103. 

Aby wykazaĺ, Ũe AC DE= , naleŨy wskazaĺ tr·jkŃty przystajŃce, w kt·rych te odcinki sŃ 

bokami.  

Rozpatrz tr·jkŃty ADC i DBE.  

Z warunk·w zadania wykaŨ, Ũe CD BE=  oraz AD BD= .  

ZauwaŨ, Ũe z wğasnoŜci tr·jkŃta BCD wynika CDB DBC= .  

Por·wnaj teraz miary kŃt·w ADC i DBE.  

Tr·jkŃty ADC i DBE majŃ takie same boki i r·wne kŃty zawarte miňdzy tymi bokami. Zasto-

suj odpowiednia cechň przystawania tr·jkŃt·w i wykaŨ tezň.  

Zadanie 104. 

Zapisz wz·r na pole powierzchni cağkowitej stoŨka w zaleŨnoŜci od promienia r i tworzŃcej. 

ZauwaŨ, Ũe jest to r·wnanie kwadratowe z niewiadomŃ r, gdzie ( )0,8rÍ . Po rozwiŃzaniu 

r·wnania oblicz Ŝrednicň podstawy i por·wnaj jŃ z tworzŃcŃ. Jaki wniosek dotyczŃcy kŃt·w 

i wysokoŜci stoŨka moŨesz sformuğowaĺ? 

Zadanie 105.  

Aby obliczyĺ pole przekroju, okreŜl najpierw, jakŃ jest figurŃ, sporzŃdzajŃc odpowiedni rysu-

nek. Zaznacz na rysunku Ŝrodki krawňdzi AD i CD i naszkicuj opisany przekr·j. ZauwaŨ, Ũe 

dğugoŜci dw·ch bok·w otrzymanego tr·jkŃta sŃ r·wne. Aby obliczyĺ dğugoŜĺ podstawy tego 

tr·jkŃta, moŨesz zauwaŨyĺ, Ũe jest ona r·wna poğowie dğugoŜci przekŃtnej podstawy grania-

stosğupa. Aby obliczyĺ wysokoŜĺ tr·jkŃta, naszkicuj jŃ na rysunku i skorzystaj z twierdzenia 

Pitagorasa w odpowiednim tr·jkŃcie. Teraz moŨesz juŨ obliczyĺ pole danego przekroju. 

Zadanie 106. 

Narysuj szeŜcian wraz z przekŃtnŃ i zaznacz na nim odcinki: AL, AJ, AC i LJ. Punkt przeciň-

cia odcink·w AC i LJ oznacz przez S. Odszukaj tr·jkŃty prostokŃtne i zaznacz podane kŃty. 

Zapisz funkcje trygonometryczne kŃt·w Ŭ i ɓ, jako odpowiednie stosunki dğugoŜci bok·w  

w tr·jkŃtach prostokŃtnych. ZnajdŦ wsp·lny odcinek w tr·jkŃtach prostokŃtnych ASJ i AOS. 

Zadanie 107. 

Na rysunku odszukaj tr·jkŃt prostokŃtny, w kt·rym jeden z kŃt·w jest kŃtem nachylenia Ŝcia-

ny bocznej do podstawy. Wyznacz dğugoŜci jego dw·ch bok·w w zaleŨnoŜci od jednej 

zmiennej (np. od dğugoŜci krawňdzi podstawy), korzystajŃc z tego, Ũe spodek wysokoŜci 

ostrosğupa dzieli wysokoŜĺ tr·jkŃta r·wnobocznego w odpowiednim stosunku. Nastňpnie ob-

licz tangens szukanego kŃta i podaj sam kŃt. 

Zadanie 108.  

Zapisz wz·r na pole powierzchni bocznej ostrosğupa. Jakie odcinki naleŨy wyznaczyĺ, aby 

obliczyĺ to pole? Naszkicuj rysunek i zaznacz w nim kŃt, o kt·rym mowa w zadaniu. Wy-

znacz dğugoŜĺ poğowy przekŃtnej podstawy graniastosğupa, korzystajŃc z definicji funkcji 

tangens. W jaki spos·b, znajŃc dğugoŜĺ przekŃtnej kwadratu, obliczysz dğugoŜĺ jego boku? 
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WskaŨ tr·jkŃt prostokŃtny, w kt·rym bňdzie wysokoŜĺ Ŝciany bocznej i wysokoŜĺ ostrosğupa. 

Zastosuj twierdzenie Pitagorasa, aby obliczyĺ wysokoŜĺ Ŝciany bocznej w zaleŨnoŜci od H.  

Wystarczy juŨ tylko podstawiĺ wyliczone wielkoŜci do wzoru na pole powierzchni bocznej 

ostrosğupa, aby uzaleŨniĺ go tylko od H. 

DğugoŜci wszystkich potrzebnych odcink·w moŨesz wyznaczyĺ, korzystajŃc z funkcji trygo-

nometrycznych, np. | |
3

2

sin60

H
=

H
=EC

¯
, | |

360tg

H
=

H
=CS

¯
, gdzie EC  jest dğugoŜciŃ kra-

wňdzi bocznej oraz CS  ð dğugoŜciŃ poğowy przekŃtnej podstawy danego ostrosğupa. 

Zadanie 109. 

Pomocne moŨe byĺ narysowanie przekroju osiowego stoŨka i zaznaczenie kŃta a oraz zasto-

sowanie trygonometrii w odpowiednim tr·jkŃcie prostokŃtnym. Skorzystaj z definicji funkcji 

cosinus oraz wykorzystaj danŃ zaleŨnoŜĺ miňdzy dğugoŜciami tworzŃcej i promienia podsta-

wy. Po obliczeniu dğugoŜci tworzŃcej i promienia podstawy oblicz pole powierzchni stoŨka. 

Zadanie 110. 

WyobraŦ sobie, Ũe zwiňkszamy kŃt nachylenia pğaszczyzny przekroju do pğaszczyzny pod-

stawy. Wtedy punkty L, J i K przesuwajŃ siň Ădo g·ryò. JeŜli punkt K pokryje siň z G, to kŃt 

nachylenia przekroju, kt·ry jest czworokŃtem, bňdzie najwiňkszy. Dalsze zwiňkszanie kŃta 

spowoduje, Ũe przekr·j stanie siň piňciokŃtem, nastňpnie tr·jkŃtem. Dla jakich kŃt·w otrzy-

mujemy czworokŃt? ZauwaŨ, Ũe ten czworokŃt jest rombem. Zrzutuj Ŝrodek odcinka LJ na 

pğaszczyznň podstawy i odszukaj prostokŃtne tr·jkŃty podobne. Oblicz dğugoŜci przekŃtnych 

rombu. 

Zadanie 111. 

ZauwaŨ, Ũe tr·jkŃt AOB jest prostokŃtny. Czy wiesz, gdzie leŨy Ŝrodek okrňgu opisanego na 

tr·jkŃcie prostokŃtnym? Skorzystaj z wğasnoŜci: Ŝrodek okrňgu opisanego na tr·jkŃcie prosto-

kŃtnym pokrywa siň ze Ŝrodkiem przeciwprostokŃtnej. Trzeba wiňc znaleŦĺ wsp·ğrzňdne 

Ŝrodka odcinka AB.  

Rozpocznij od wyznaczenia wsp·ğrzňdnych punkt·w A i B. WyraŦ je w zaleŨnoŜci od b. 

Pole tr·jkŃta AOB jest r·wne 16. Czy potrafisz wyraziĺ jego pole w zaleŨnoŜci od b? 

Po obliczeniu wartoŜci wsp·ğczynnika b zapisz wsp·ğrzňdne punkt·w A i B i znajdŦ Ŝrodek 

odcinka AB. 

Zadanie 112. 

Jak zapewne pamiňtasz, promieŒ R koğa opisanego na tr·jkŃcie r·wnobocznym jest r·wny 

2

3
h , gdzie h oznacza wysokoŜĺ tego tr·jkŃta. WysokoŜĺ h tr·jkŃta r·wnobocznego, kt·rego 

bok ma dğugoŜĺ a, jest r·wna 
3

2

a
h= . StŃd 

2 3 3

3 2 3

a a
R= Ö = . 

Oblicz dğugoŜĺ boku tr·jkŃta r·wnobocznego.  
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Zadanie 113. 

I spos·b 

JeŨeli tr·jkŃt T  jest podobny do tr·jkŃta 1T  w skali 
1

6
k= , to tr·jkŃt 1T  jest podobny do tr·j-

kŃta T  w skali 6k= . PoniewaŨ tr·jkŃt 2T  jest podobny do tr·jkŃta T  w skali 3k=, to tr·jkŃt 

1T  jest podobny do tr·jkŃta 2T  w skali 2k= . Pole tr·jkŃta 1T  jest wiňc 4 razy wiňksze od pola 

tr·jkŃta 2T  i r·wne 96. 

I I  spos·b 

Z podobieŒstwa tr·jkŃt·w wynika, Ũe 
136

1
TT PP =  i 

TT PP 9
2
= . Z drugiej r·wnoŜci wynika, Ũe 

29

1
TT PP = . StŃd 

12 36

1

9

1
TT PP = , co oznacza, Ũe 964

21
=Ö= TT PP . 

Zadanie 114.  

JeŨeli punkt S jest Ŝrodkiem okrňgu opisanego na kwadracie ABCD, to odcinek AS jest poğowŃ 

przekŃtnej tego kwadratu. Oblicz dğugoŜĺ odcinka AS. 

PrzekŃtna d tego kwadratu ma dğugoŜĺ:2 2 20d AS= Ö = . KorzystajŃc z twierdzenia Pitago-

rasa lub ze wzoru na przekŃtnŃ kwadratu o boku a, otrzymujemy: 2 10a= . 

Zadanie 115. 

Narysuj tr·jkŃt prostokŃtny i oznacz wierzchoğki, pamiňtajŃc, Ũe kŃt prosty jest przy wierz-

choğku A. Jak moŨna zapisaĺ ( )ABCÏsin  jako stosunek dğugoŜci dw·ch bok·w tr·jkŃta? JeŜli 

oznaczysz dğugoŜĺ boku AB przez x, to jak moŨna wyraziĺ za pomocŃ x dğugoŜĺ boku BC? 

A boku AB? Jak jest zdefiniowany tangens w tr·jkŃcie prostokŃtnym?  

Zobacz teŨ inny przykğadowy spos·b rozwiŃzania zadania. 

Zadanie 116. 

Zainteresuj siň czworokŃtem AOBP. Zapewne umiesz okreŜliĺ miary kŃt·w przy wierzchoğ-

kach A i B; to kŃty miňdzy stycznŃ do okrňgu a promieniem okrňgu poprowadzonym do punk-

tu stycznoŜci. Jaka jest suma kŃt·w wewnňtrznych czworokŃta? 

Zadanie 117. 

Jednym z punkt·w naleŨŃcych do Ŝrodkowej poprowadzonej do boku AB jest punkt C. JeŜli 

znajdziesz drugi, bňdziesz m·gğ uğoŨyĺ jej r·wnanie. Takim punktem jest Ŝrodek boku AB. 

Oblicz wsp·ğrzňdne tego punktu. ZnajŃc dwa punkty, moŨesz obliczyĺ wsp·ğczynniki r·wna-

nia Ŝrodkowej. 

Zadanie 118. 

Dowolny punkt leŨŃcy na prostej danej r·wnaniem ax=  ma pierwszŃ wsp·ğrzňdnŃ r·wnŃ a. 

Z kolei jeŜli taki punkt naleŨy do wykresu funkcji f, to jego drugŃ wsp·ğrzňdnŃ jest )(af . 
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PamiňtajŃc o tym, wyznacz wsp·ğrzňdne punkt·w przeciňcia danych prostych z wykresem 

funkcji f, a nastňpnie uŨyj wzoru na odlegğoŜĺ dw·ch punkt·w.  

Zadanie 119. 

Przy symetrii Ŝrodkowej wzglňdem poczŃtku ukğadu wsp·ğrzňdnych kaŨdy punkt ( )yx,  prze-

chodzi na punkt ( )yx -- , . Na przykğad punkt ( )12, +xx  przechodzi na punkt ( ), 2 1 .x x- - - 

ZauwaŨ, Ũe druga wsp·ğrzňdna takiego punktu zaleŨy od pierwszej wsp·ğrzňdnej. Jak wyglŃda 

ta zaleŨnoŜĺ? 

2.5. Teoria prawdopodobieŒstwa i kombinatoryka 

Zadanie 123. 

ZauwaŨ, Ũe Ŝrednia arytmetyczna liczb oczek w 100 rzutach kostkŃ to Ŝrednia waŨona liczb 

3,75 i 4,25 z wagami r·wnymi odpowiednio 0,4 oraz 0,6. 

Zadanie 124. 

Zapisz wzorem ŜredniŃ arytmetycznŃ dla drugiego zestawu danych. Przeksztağcaj utworzonŃ 

sumň i zauwaŨ wz·r na ŜredniŃ arytmetycznŃ pierwszego zestawu danych. Przeksztağĺ uğamek 

z wykorzystaniem wzoru na ŜredniŃ Ăw drugŃ stronňò. ZauwaŨ, Ũe nie musisz wykorzystywaĺ 

wzoru na odchylenie standardowe s. 

Zadanie 125. 

CzwartŃ ocenň Adama z klas·wki oznacz np. przez x. Nastňpnie zapisz odchylenie standar-

dowe otrzymanych ocen: 

22 2 2 2
2 6 4 4 6 4 4

4 4

x x
s

+ + + + + +å õ
= -æ ö

ç ÷
. 

Teraz wykorzystaj to, Ũe odchylenie standardowe otrzymanych przez Adama ocen jest r·wne 

11

16
, i zapisz r·wnanie kwadratowe. Wybierz to rozwiŃzanie r·wnania, kt·re speğnia warun-

ki zadania. 

Zadanie 126. 

ZauwaŨ, Ũe suma dw·ch liczb naturalnych jest podzielna przez 3, gdy 

ð pierwsza jest podzielna przez 3 i druga jest podzielna przez 3 

albo 

ð pierwsza przy dzieleniu przez 3 daje resztň 1, a druga przy dzieleniu przez 3 daje  

resztň 2, 

albo 

ð pierwsza przy dzieleniu przez 3 daje resztň 2, a druga przy dzieleniu przez 3 daje  

resztň 1. 
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SprawdŦ, Ũe wŜr·d liczb 1,2,3,4,5,6,7 sŃ: 

ð dwie liczby podzielne przez 3,  

ð trzy liczby, kt·re przy dzieleniu przez 3 dajŃ resztň 1,  

ð dwie liczby, kt·re przy dzieleniu przez 3 dajŃ resztň 2. 

SprawdŦ, Ũe wŜr·d liczb 1,2,3,4,5,6,7,8,9 sŃ: 

ð trzy liczby podzielne przez 3,  

ð trzy liczby, kt·re przy dzieleniu przez 3 dajŃ resztň 1, 

ð trzy liczby, kt·re przy dzieleniu przez 3 dajŃ resztň 2. 

Teraz, stosujŃc reguğň mnoŨenia i reguğň dodawania, obliczysz, Ũe szukana liczba par jest 

r·wna 2 3 3 3 2 3 21Ö + Ö + Ö =. 

Uwaga: Zadanie moŨesz rozwiŃzaĺ za pomocŃ tabeli o wymiarach 7 x 9, wpisujŃc w kaŨdŃ 

kratkň odpowiedniŃ sumň. 

Zadanie 127. 

Liczby, kt·rych nie moŨna uzyskaĺ jako iloczynu dw·ch liczb ze zbioru { }6,...,3,2,1 , moŨna 

podzieliĺ na kilka kategorii: 

1) liczby pierwsze wiňksze od 6: 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 

2) wielokrotnoŜci liczb pierwszych wiňkszych niŨ 6:  

ð wielokrotnoŜci 7: 14, 21, 28, 35, 

ð wielokrotnoŜci 11: 22, 33, 

ð wielokrotnoŜci 13: 26, 

ð wielokrotnoŜci 17: 34, 

3) liczby 27 i 32. 

Zatem wszystkich liczb, dla liczb ze zbioru Z={ }36,...,3,2,1 , kt·rych nie moŨna uzyskaĺ 

jako iloczynu dw·ch liczb ze zbioru { }6,...,3,2,1 , jest 18. 

Zadanie 128. 

ZauwaŨ, Ũe cyfra 0 nie moŨe wystňpowaĺ w rzňdzie setek liczby trzycyfrowej. StŃd wynika, 

Ũe sŃ trzy moŨliwe pary cyfr setek i jednoŜci: (1,3), (3,1), (4,0); nie moŨe byĺ pary (0,4) 

oraz pary (2,2). Ile moŨliwoŜci masz dla cyfry dziesiŃtek? CyfrŃ dziesiŃtek moŨe byĺ kaŨda 

z cyfr, kt·re nie zostağy jeszcze zapisane. Zastosuj teraz reguğň mnoŨenia do obliczenia, ile 

jest liczb opisanych w treŜci zadania. 

Zadanie 129. 

RozwaŨ liczby trzycyfrowe, w kt·rych zapisie wystňpuje jedna dziewiŃtka. Na ile sposob·w 

moŨesz rozmieŜciĺ dziewiŃtkň na trzech miejscach?  

PozostajŃ do uzupeğnienia jeszcze dwa miejsca. Na ile sposob·w moŨesz je uzupeğniĺ? 

W zapisie rozwaŨanych liczb kaŨda cyfra jest inna i nie wystňpuje zero, czyli masz 
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do dyspozycji cyfry: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Z tego wynika, Ũe pierwsze z pozostağych dw·ch 

miejsc moŨesz uzupeğniĺ na osiem sposob·w, a drugie na siedem sposob·w.  

Zatem liczb speğniajŃcych warunki zadania jest 783 ÖÖ , czyli 168.  

Zadanie 130. 

Tabela przedstawiona na rysunku jest wyznaczona przez 7 prostych poziomych i 10 prostych 

pionowych. Zastan·w siň, jak moŨna wyznaczyĺ tabelň o czterech wierszach i czterech ko-

lumnach opisanŃ w treŜci zadania. 

ProstokŃtnŃ tabelň o czterech wierszach i czterech kolumnach opisanŃ w treŜci zadania moŨna 

jednoznacznie wyznaczyĺ na wiele r·Ũnych sposob·w. W kaŨdym przypadku sprowadza siň 

to do wyboru dw·ch prostych, poziomej na 3 sposoby i pionowej na 6 sposob·w. 

Zadanie 131. 

Oblicz liczbň wszystkich liczb piňciocyfrowych. Nastňpnie oblicz liczbň liczb piňciocyfro-

wych o sumie cyfr r·wnej 3 (moŨesz wypisaĺ te liczby albo rozpatrywaĺ przypadki). Zasta-

n·w siň, jak zapisaĺ liczbň 3 w postaci sumy piňciu skğadnik·w naturalnych. Pamiňtaj o po-

prawnym wykonaniu przybliŨenia. 

Zadanie 132.  

Losujemy jednŃ przekŃtnŃ trzynastokŃta spoŜr·d wszystkich jego przekŃtnych, wiňc ile jest 

r·wna liczba wszystkich zdarzeŒ elementarnych tego doŜwiadczenia? W ten spos·b otrzy-

masz moc zbioru zdarzeŒ elementarnych W.  

Oznacz literŃ, np. A, zdarzenie losowe polegajŃce na wylosowaniu takiej przekŃtnej trzynasto-

kŃta, kt·ra przecina przekŃtnŃ 1 8A A  w punkcie leŨŃcym wewnŃtrz trzynastokŃta. Gdzie musi 

znajdowaĺ siň jeden, a gdzie drugi koniec takiej przekŃtnej? SpoŜr·d ilu punkt·w trzeba wybraĺ 

jeden, a spoŜr·d ilu drugi koniec takiej przekŃtnej? Ile jest wiňc tych przekŃtnych? 

W ten spos·b obliczysz moc zbioru A. 

Na koniec oblicz prawdopodobieŒstwo zdarzenia A, korzystajŃc z prawdopodobieŒstwa kla-

sycznego. 

Zadanie 133. 

SpoŜr·d oŜmiu wierzchoğk·w szeŜcianu wybierz najpierw jeden, a potem z pozostağych ð 

drugi wierzchoğek. Na ile sposob·w moŨna to zrobiĺ? W ten spos·b obliczysz moc zbioru 

zdarzeŒ elementarnych W.  

Niech X oznacza zdarzenie polegajŃce na wylosowaniu dw·ch wierzchoğk·w, kt·re sŃ koŒ-

cami tej samej przekŃtnej Ŝciany szeŜcianu. Zastan·w siň, ile przekŃtnych Ŝcian moŨesz po-

prowadziĺ z jednego wierzchoğka szeŜcianu. MnoŨŃc tň liczbň przez iloŜĺ wierzchoğk·w, 

otrzymasz liczbň zdarzeŒ elementarnych sprzyjajŃcych zdarzeniu X.  

Teraz juŨ moŨesz obliczyĺ prawdopodobieŒstwo zdarzenia X. 
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Zadanie 134. 

Narysuj ostrosğup prawidğowy piňciokŃtny. Policz, ile ma wszystkich krawňdzi. DoŜwiadcze-

nie polega na wylosowaniu jednej krawňdzi, a potem drugiej z pozostağych. Jaka jest moc 

zbioru wszystkich zdarzeŒ elementarnych W? Skorzystaj z reguğy mnoŨenia. 

Twoim zadaniem jest obliczenie prawdopodobieŒstwa zdarzenia A polegajŃcego na tym, Ũe 

wylosowane krawňdzie bňdŃ miağy wsp·lny wierzchoğek. W tym celu rozwaŨ dwa przypadki: 

1) pierwsza wylosowana krawňdŦ to krawňdŦ boczna, 

2) pierwsza wylosowana krawňdŦ to krawňdŦ podstawy. 

Sp·jrz na rysunek i pomyŜl: jeŜli pierwszŃ wylosowanŃ krawňdziŃ jest krawňdŦ boczna (ile 

ich jest?), to na ile sposob·w moŨesz wylosowaĺ drugŃ krawňdŦ tak, Ũeby z pierwszŃ miağa 

wsp·lny wierzchoğek ? Ile bňdzie wszystkich takich par? Jakie dziağanie trzeba wykonaĺ, aby 

to obliczyĺ?  

Teraz rozwaŨ drugi przypadek: jeŜli pierwszŃ wylosowanŃ krawňdziŃ jest krawňdŦ podstawy, 

to na ile sposob·w moŨesz wybraĺ drugŃ krawňdŦ tak, aby miağy wsp·lny wierzchoğek? Ile 

bňdzie wszystkich takich par?  

Jaka bňdzie moc zbioru A, skoro zliczaliŜmy liczbň jego element·w, rozpatrujŃc dwa rozğŃcz-

ne przypadki? Jakie dziağanie trzeba wykonaĺ?  

Oblicz prawdopodobieŒstwo zdarzenia A; zastosuj definicjň klasycznŃ. 
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3. RozwiŃzania 

3.1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. 
R·wnania i nier·wnoŜci 

Zadanie 2. 

Z faktu, Ũe rozwiŃzaniem nier·wnoŜci ( ) 0f x <  sŃ liczby rzeczywiste z przedziağu ( )1,5 , 

wynika, Ũe parabola ma ramiona skierowane do g·ry, a miejscami zerowymi funkcji sŃ liczby 

1 i 5. 

 
 

Wykres funkcji kwadratowej f  przesuwamy o trzy jednostki w lewo wzdğuŨ osi Ox. Miej-

scami zerowymi funkcji ( 3)f x+  sŃ 2x=- i 2x= . Przeksztağcamy wykres funkcji ( 3)f x+  

symetrycznie wzglňdem osi Ox. To przeksztağcenie zmienia kierunek ramion paraboli, ale nie 

zmienia punkt·w leŨŃcych na osi Ox, wiňc liczby 2x=- i 2x=  sŃ miejscami zerowymi 

funkcji ( 3)f x- + .  

 

Po wykonaniu szkicu zapisujemy rozwiŃzanie nier·wnoŜci ( 3) 0f x- + <: 2x<- lub 2x> . 

Zadanie 3. 

C 

Zadanie 4. 

C 
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Zadanie 5. 

D 

Zadanie 6. 

I spos·b 

( )2 3 2 3log72 log 3 2 log3 log2 2log3 3log2 2 3a b= Ö = + = + = + 

II spos·b 

( ) ( )2log72 log 2 36 log2 log6 log2 2log6 log2 2 log2 log3 3log2 2log3 3 2b a= Ö = + = + = + + = + = + 

Zadanie 7. 

D 

Zadanie 8. 

D 

Zadanie 9. 

D 

Zadanie 10. 

I spos·b  

Na podstawie podanego oprocentowania w skali roku obliczamy oprocentowanie w okresie  

4-miesiňcznym: 
4

3 1
12
Ö =. Niech x oznacza kwotň wpğaconŃ na lokatň. Stosujemy wz·r na 

procent skğadany 0 1
100

n

n

p
k k

õå
= +æ ö
ç ÷

, gdzie 916,56nk x= + , 0k x= , 2n=  i 1p= . Po pod-

stawieniu danych otrzymujemy r·wnanie ( )
2

916,56 1,01x x+ = Ö  i rozwiŃzujemy je:  

916,56 1,0201x x+ = , 

0,0201 916,56x= , 

stŃd 

45600x= . 

II spos·b  

Na podstawie podanego oprocentowania w skali roku obliczamy oprocentowanie w okresie 4-

miesiňcznym: 
3

1
3
= . Niech x oznacza kwotň wpğaconŃ na lokatň. Po pierwszym okresie kapi-

talizacji otrzymujemy 1,01x  oszczňdnoŜci, a po kolejnym 1,01 1,01 1,0201x xÖ = . Po odlicze-

niu wpğaconej kwoty mamy 0,0201x  odsetek, czyli 916,56. StŃd 
916,56

45600
0,0201

x= = . 
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III spos·b 

Oprocentowanie lokaty jest r·wne 1% przez 2 okresy jej trwania. Niech y oznacza odsetki 

doliczone po pierwszym okresie trwania lokaty, wtedy odsetki po drugim okresie sŃ r·wne 

0,01y y+ , gdyŨ doliczono odsetki od odsetek. Zatem 0,01 916,56y y y+ + = , czyli 

2,01 916,56y= , a stŃd 456y= . Skoro po pierwszym okresie otrzymano 456 zğ odsetek, to 

oznacza, Ũe wpğacono 45600 zğ na lokatň z oprocentowaniem 1% w czasie jej trwania. 

Zadanie 11. 

I spos·b 

x  ð liczba uczni·w w szkole na poczŃtku pierwszego roku 

y  ð procent, o jaki zmalağa liczba uczni·w w trzecim roku 

RozwaŨmy diagram przedstawiajŃcy sytuacjň opisanŃ w zadaniu: 
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OdpowiedŦ: Liczba uczni·w szkoğy w trzecim roku zmalağa o ok. 7,4%.  

II spos·b 

Liczba uczni·w w ciŃgu pierwszego roku zmalağa o 10%, zatem na poczŃtku drugiego roku 

stanowiğa 90% liczby uczni·w z poczŃtku pierwszego roku. W drugim roku liczba uczni·w 

wzrosğa o 20%, czyli liczba uczni·w na poczŃtku trzeciego roku stanowiğa 108% liczby 

uczni·w z poczŃtku pierwszego roku. JeŨeli liczba uczni·w na poczŃtku pierwszego roku 

i na koŒcu trzeciego roku byğa taka sama, to w trzecim roku liczba uczni·w zmalağa 

o 8 punkt·w procentowych.  

Obliczamy, o ile procent zmalağa liczba uczni·w w trzecim roku: 

%4,7%
27

11
7%100

108

8
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OdpowiedŦ: Liczba uczni·w szkoğy w trzecim roku zmalağa o ok. 7,4%. 


































































































































































